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行星物理中的问题
——2021年国际物理奥赛理论第一题解答
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本文针对 2021年国际物理奥林匹克竞赛理论

第一题，参考官方提供的答案，予以解答。该题以

行星内部结构为背景，涉及力学方面的内容。对数

学运算有一定要求。

A 部分解答：大洋中脊(5.0分)

A.1 (0.6分)

设 h'是油柱的高度(见图 1)。那么在水面以下

深度h的压强为

ph = ρ0 gh = ρoil gh'

式中，ρ0、ρoil分别为水和油的密度，g为重力加

速度。

可得到：h' =
ρ0

ρoil

h 。

板上的水平力 Fx = F1 -F0 ，

其中，新流体产生的力为 F1 =
ρoil gh'

2
∙h'w ，水产

生的力为 F0 =
ρ0 gh

2
∙hw 。

式中w为沿y轴的板块宽度。

结合以上各式，得到

Fx =(
ρ0

ρoil

- 1)
ρ0 gh2w

2
(1)

该力作用在右侧板的右侧上。

本问是一道基本的液体受力分析题，利用底部

液体压强相同，得到油和水压强的关系，再分析液

体在竖直面的压力即可。

A.2 (0.6分)

考虑地壳的矩形质量元素。

由题给条件：l( )T = l1[ ]1 - kl( )T1 - T /( )T1 - T0

其中 l是一块地壳材料的长度，l1是它在温度T1

下的长度，kl是重新标定后的热膨胀系数，可以假定

为常数。T0为地壳的温度。

对所考察的地壳，该条件对其三个维度都成

立，所以可以得到该地壳的体积V为

V = V1

æ
è
ç

ö
ø
÷1 - kl

T1 - T
T1 - T0

3

(2)

V1是温度为T1时的体积。如果该块地壳的质量

是m，那么密度是

ρ( )T = m
V

= m
V1

æ
è
ç

ö
ø
÷1 - kl

T1 - T
T1 - T0

-3

= ρ1

æ
è
ç

ö
ø
÷1 - kl

T1 - T
T1 - T0

-3

(3)

因为 kl ≪ 1 ,可以得到近似式

ρ( )T ≈ ρ1

æ
è
ç

ö
ø
÷1 + 3kl

T1 - T
T1 - T0

(4)

故k=3kl。

本题使用小量近似的数学知识，把一维限度转

换成三维体积，忽略二阶小量后即可得到答案，以

上两问比较简单，是后面几个问题的基础。图1
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A.3 (1.1分)

由于地幔可视为流体，满足流体静力平衡条

件，所以在 z=h+D处的压强p(x, z)对于所有的x必须

相同，即

p( )0,h + D = p( )∞,h + D (5)

D为远距离的地壳厚度。

同理，对于水，

p( )0,0 = p( )∞,0 (6)

因此，z=0和 z=∞之间的压强变化在 x=0和 x=∞

处必须相同。

在脊轴上

p( )0,h + D - p( )0,0 = ρ1g( )h + D (7)

在很远处，

p( )∞,h + D - p( )∞,0 = ρ0 gh + ∫
h

h + D

ρ( )T ( )∞,z gdz (8)

在远离地壳上升的地方(如题中的山脊轴)，由

于地壳的两表面几乎是水平的，我们可以应用热传

导定律来描述热量在这些区域中的传递，由题述可

知，热传导系数不变，则温度梯度为定值。即

dT
dz

= const (9)

由于 x=∞处的地壳温度与高度线性相关，因此

在应用温度边界条件后，

T ( )∞,z = T0 + ( )T1 - T0
z - h

D
(10)

从上面的所有方程，以及A.2问得到的密度公

式，利用地壳上下表面的压强关系，有

ρ1g( )h + D = ρ0 gh

+ ∫
h

h + D

ρ1

æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷1 + k

T1 - T0 - ( )T1 - T0
z - h

D
T1 - T0

gdz

(11)

由此得到

D = 2
k
æ
è
ç

ö
ø
÷1 - ρ0

ρ1

h (12)

本问关键在于利用海水和地幔液体的性质，结合

热传导定律，得到地幔的厚度，本问需要同时考虑地

壳的热学和力学性质，对综合分析能力是一个考验。

A.4 (1.6分)

本问可以利用A.1的思路，考虑到液体往各个

方向压强相同，半脊上的净水平力是作用在 x=0和

x=∞处沿轴向的压力差：

F = L ∫
0

h + D

p( )0,z d z - L∫
0

h

p( )∞,z dz (13)

从上一问题的考虑来看，x=0处的压强全部由

地幔的压强提供，即

p( )0,z = p( )0,0 + ρ1gz (14)

在很远处

p( )∞,z =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

p( )∞,0 + ρ0 gz , 若 0≤ z≤ h

p( )∞,0 + ρ0 gh +

∫
h

z

ρ1

æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷1 + k

T1 - T0 - ( )T1 - T0
z' - h

D
T1 - T0

gdz' , 若 h≤ z≤ h + D

(15)

上面的方程可以组合成

F = L ∫
0

h + D

( )p( )0,0 + ρ1gz dz - L∫
0

h

( )p( )∞,0 + ρ0 gz dz

- L ∫
0

h + D

( )p( )∞,0 + ρ0 gh dz

-L ∫
0

h + Dé
ë
ê

ù
û
ú∫

h

z

ρ1
æ
è
ç

ö
ø
÷1 + kæ

è
ö
ø

1 - z' - h
D

gdz' dz

(16)

使用 p( )0,0 = p( )∞,0 约去常数项后，对上式进

行积分，有

∫
0

h + D

( )ρ1gz dz = ρ1g
(h + D)2

2

∫
0

h

ρ0 gzdz = ρ0 g h2

2

∫
h

h + D

ρ0 ghdz = ρ0 gh(h + D)

∫
0

h + Dé
ë
ê

ù
û
ú∫

h

z

ρ1
æ
è
ç

ö
ø
÷1 + kæ

è
ö
ø

1 - z' - h
D

gdz' dz = ρ1g
æ
è
ç

ö
ø
÷

D2

2
+ kD2

3
(17)

因此，

F = gLé
ë
ê

ù
û
úρ1g

æ
è
ç

ö
ø
÷

h2

2
+ hD - kD2

3
- ρ0 gæ

è
ç

ö
ø
÷

h2

2
+ hD (18)

利用 A.3 的结果：D = 2
k
æ
è
ç

ö
ø
÷1 - ρ0

ρ1

h ，代入上式
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得到

F = gLh2(ρ1 - ρ0)
æ

è
ç

ö

ø
÷1

2
+ 2

3k
æ
è
ç

ö
ø
÷1 - ρ0

ρ1

(19)

由于 k ≪ 1，具有 ∝ k-1 的项排在首位，因此，

F ≈
2gLh2( )ρ1 - ρ0

2

k 2 ρ1

(20)

本问思路不难想到，利用A.1问的方法，注意到

液体压强处处相等，可以沿着竖直线计算液体压强

来得到地壳两侧曲线水平方向上的压强，积分即可

得到结果。

值得注意的是，本题的模型需要考虑到地壳侧

面的压强，在地壳侧面，即地壳的边缘或边界地区，

由于板块运动、地震活动、地壳变形等因素，会产生

复杂的应力分布。这些应力会导致地壳侧面受到

压强的作用。原则上地壳侧面的压强分布是不均

匀的，并且会受到多种因素的影响，不便计算。本

题采取了简化模型，直接按照液体的方式对这个压

强进行计算，不失为一个不错的近似。题目中要是

多给些描述就会更加方便学生作答了。

A.5 (0.9分)

方法一：量纲分析。预计时间尺度τ仅取决于地

壳的密度ρ1、比热 c、热导率κ和厚度D。因此，我们

可以得到

τ = Aρα1 c
β
κ
γ
Dδ (21)

其中 A 是一个无量纲常数。可通过量纲分析

获得指数α-δ。定义不同尺寸的符号：L代表长度，

M 代表质量，T 代表时间，Θ 代表温度。那么

τ、ρ1、c、κ、D 的 量 纲 分 别 为 T、M~L-3、

~L2~T -2Θ-1、MLT -3Θ-1、L 。将它们代入式(18)，可

得到一组方程

ì

í

î

ïï
ïï

0 = -3 α + 2 β + γ + δ
0 = α + γ
1 = -2 β - 3 γ

0 = -β - γ
(22)

解得：α = β = 1, γ = -1, δ = 2 ，因此

τ = A
cρ1D

2

κ
(23)

方法二：数量级分析。考虑一块面积为 S的地

壳。通过粗糙地壳传递的热通量为 Q∼ cρ1SDΔT ，

其中 ΔT = T1 - T0 。

另一方面，热导率定律给出 κ ΔT
D

∼ Q
Sτ

。

由这两个关系式，cρ1SDΔT~Sτκ ΔT
D

，

得到 τ与ΔT 无关，并且

τ~
cρ1D

2

κ
(24)

本问要求使用量纲分析估算特征时间，量纲分

析的问题最重要的是能够把握问题和哪些物理量

有关，确定好物理量及物理量的量纲之后，联立方

程求解即可，量纲法被广泛使用在物理规律尚不明

确的情况下进行估计，当然，也可以在已知物理规

律的作用下进行数量级分析。

A 部分评述

本部分题目利用海洋中脊来讨论地壳物理性

质，比如密度、厚度、温度差、受力等等。A.1和A.2

对液体受力和密度随温度变化给出简单讨论，A.3

和A.4分别要求我们从热学原理、力学原理出发探

究地壳的性质，具体计算时注意利用海洋中脊和远

处地壳两个特征的温度边界条件，同时考虑地壳的

力学和热学性质，利用液体压强各向同性的性质，

考虑压强随着 x 的变化关系，进行积分求解即可。

值得注意的是A.4需要合理考虑地壳侧面的压强，

A.5需使用量纲分析，估计出所需时间与哪些物理

量有关，利用量纲法求解即可。总体而言这是一道

考验基本功和建模能力的题目。

B 部分解答：分层介质中的地震波

(5.0分)

B.1 (1.5分)

该问题中的地震波可以用射线理论来处理。

即，它们的传播由斯涅尔折射定律描述

n( )0 sin θ0 = n( )z sin θ (25)

折射率满足
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n( )z = c
v( )z

= c

v0

æ
è
ç

ö
ø
÷1 + z

z0

(26)

c表示折射率为n=1的材料中的地震波速。从

上面两个方程得到

v0

æ
è
ç

ö
ø
÷1 + z

z0

sin θ0 = v0 sin θ (27)

方 法 一 ：对 于 所 描 述 的 圆 弧 ，有 θ = π
2

,

z = R -R sin θ0 。如图2，有

æ
è
ç

ö
ø
÷1 +

R -R sin θ0

z0

sin θ0 = 1 (28)

圆半径为 R =
z0

sin θ0

，由几何关系得到

x1( )θ0 = 2R cos θ0 (29)

例如 A = 2z0 且b=1，于是有

x1( )θ0 = 2z0 cot θ0 (30)

方法二：将 v0

æ
è
ç

ö
ø
÷1 + z

z0

sin θ0 = v0 sin θ微分得到

dz
z0

sin θ0 = cos θdθ (31)

无限小的射线路径长度 dl与垂直坐标的变化

有关

dz = dl cos θ (32)

得到

dl =
z0

sin θ0

dθ (33)

这是一个半径为 R =
z0

sin θ0

的圆弧的方程。

或者，不考虑无穷小的射线路径长度 dl，可以

通过

cot θ = dz
dx

= dz
dθ

dθ
dx

(34)

一阶导数可以通过斯涅耳定律消除，得到

cot θ =
z0 cos θ
sin θ0

dθ
dx

(35)

可以整合得到

x1 = - z0

sin θ0
∫

start

end

dcos θ =
2z0 cos θ0

sin θ0

(36)

再次使用斯涅耳定律得到射线在到达表面的

点处满足 cos θ = -cos θ0 。

本问类比光线和声波的传播，利用速度公式和

折射动律求解即可。

B.2 (1.5分)

在二维情况下，E
π

dθ0 是在区间 [θ0,θ0 + dθ0) 内

发射的射线所携带的能量。

另一方面，到达 [ )x,x + dx 的光线所携带的能量

是 εdx 。所以，

ε = E
π

|
|
||

|
|
||
dθ0

dx
. (37)

使用B.1的结论：x1( )θ0 = 2z0 cot θ0 ，有

dx
dθ0

= - Ab
sin2( )bθ0

= -Ab( )1 + cot2( )bθ0 = - b( )A2 + x2

A

(38)

因此

ε( )x = EA
πb( )A2 + x2

=
2Ez0

π( )4z 2
0 + x2

(39)

如图3所示

本问要求能量密度，我们可以利用波源均匀发

射的特性，得到能量随着角度θ0的变化关系，再利用

x和θ0的函数关系微分求解即可。

图2
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B.3 (2.0分)

定义 x- = x1

æ
è
ç

ö
ø
÷θ0 - δθ0

2
和 x+ = x1

æ
è
ç

ö
ø
÷θ0 +

δθ0

2
，考虑

δθ0 的 0 阶项，x- ≈ x+ ≈ x1( )θ0 。随着信号的每次反

射 ，信 号 边 缘 反 射 点 之 间 的 水 平 距 离 增 加

|| x+ - x- = x- - x+ 。

当沿着x轴正向移动时，这些区域会变宽，直到

它们重叠。如果这种情况发生在N次反射后，那么

N ≈
x1( )θ0

x- - x+

(40)

其中近似符号表明趋向于 δθ0 → 0 。

区域开始重叠的位置是 xmax = Nx1( )θ0 。所以，

xmax =
x1( )θ0

2

x1

æ
è
ç

ö
ø
÷θ0 - δθ0

2
- x1

æ
è
ç

ö
ø
÷θ0 +

δθ0

2

(41)

因为 δθ0 ≪ θ0 ，可以估算得到

x1

æ
è
ç

ö
ø
÷θ0 - δθ0

2
- x1

æ
è
ç

ö
ø
÷θ0 +

δθ0

2
≈ - dx1( )θ0

dθ0

δθ0

= Ab
sin2( )bθ0

δθ0

(42)

结合最后两个方程并代入 x1( )θ0 表达式，

xmax =
A cos2( )bθ0

bδθ0

=
2z0 cos2θ0

δθ0

(44)

B 部分评述

本部分考验有关地震波的相关知识。第一问

考验最远的探测距离，可以完全类比光的折射定律

进行求解，第二问考验不同位置测到的地震能量密

度，利用角度与 x的关系即可求解，第三问同样，只

不过变成了主动发射的波，首先理解到波重叠时将

无法测量信号，然后利用小角与 x方向上的小量的

关系即可求解。

赛题背景

行星科学是天文学分支学科，主要研究行星及

其卫星、矮行星、小行星、彗星、流星群等太阳系小

天体性质、构造、运动过程及其起源和演化，同时搜

寻太阳系外行星系统并研究其特征。

地球类似于一个桃子，内部分为地核、地幔和

地壳三部分。不同的层由不连续断面分割开，地核

的厚度约为3400千米，地幔约为2800千米，地壳最

薄，大约为 17千米。不同位置处地壳的厚度不同，

海洋处较薄，大洲下较厚。本题A部分正是从大洋

中脊出发基于这个方向的研究。地震波的传播对于

地震的预测和预警具有重要意义。当地震发生时，

地震波会从震源向四周传播，地震监测站通过接收

地震波的信号来确定地震的发生时间、地点和规模，

进而发布地震预警信息。本题B部分讨论了地震

传播和预警的相关问题。这些问题帮助我们了解

我们居住的星球，同时又和我们的生活息息相关。

图3
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