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磁悬浮
——2021年亚洲物理
奥赛理论第三题解答

张 康 宋 峰

(南开大学物理科学学院 300071)

A 部分：磁单极子的突然出现：薄膜中的初始

响应和随后的时间演变

初始反应

A.1如图 1所示，在 z≥0区域，不包括单极子占

据的点，在 t=t0=0时的磁场为感应电流产生的磁场

B' 和单极子 qm 产生的磁场 Bmp 之向量和，即

B= B' + Bmp

根据题给公式: Bmp =
μ0qm

4πr2 r̂ （A-1）

其中 μ0 是真空磁导率，r是从 qm到观测点（或

场点）的位移向量, r̂ 是单位向量：

r̂ = r ∕ r （A-2）

单极子到任意位置P（x,y,z）处的位移为：

r= ( )z - h ẑ + ρ （A-3）

其大小为： r = (z - h)2 + ρ2 （A-4）

式中，h 为 qm 到 xoy 面的距离，ρ= xx̂ + yŷ = ρρ̂

表示平面内的位移矢量.

将式（A-3）、（A-4）代入式（A-2）可得，

r̂ =
(z - h)ẑ + ρ

[ ](z - h)2 + ρ2 1/2 （A-5）

将式（A-5）代入式（A-1）中可得：

Bmp =
μ0qm

4π
(z - h)ẑ + ρ

[ ](z - h)2 + ρ2 3/2 （A-6）

同理可得由感应电流产生的磁场为：

B' =
μ0qm

4π
( )z + h ẑ + ρ

[ ](z + h)2 + ρ2 3/2 (A-7)

因此在 z≥0区域的初始总磁场为：

B=
μ0qm

4π
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(z - h)ẑ + ρ
[ ](z - h)2 + ρ2 3/2 +

(z + h)ẑ + ρ
[ ](z + h)2 + ρ2 3/2 (A-8)

A.2在 z≤-d 区域，在 t = t0 = 0 时，总磁场为

B= 0. (A-9)

A.3 由式(A-8)可知，对于所有的ρ，在 z=0 时，

B '
z = 0 。

因此，在 z=0时，总磁通量ΦB = 0 . (A-10)

由式(A-9)可知，在 z=-d时，B '
z = 0 .

因此，在 z=-d，总磁通量ΦB = 0 . (A-11)

A.4 在导电薄膜上下方考虑如图 2 所示的路

径，应用安培环路定理，并使用 d << h 近似，有

Bρ(ρ,z = 0)dρ = μ0 j(ρ)dρ∙d， （A-12）

其中Bzd项由于 d/h 因子导致贡献太小可以被

忽略。

感应电流密度由下式给出：

ȷ(ρ) = 1
μ0d

ẑ × B(ρ,z = 0) =
qm

2πd
ẑ × ρ

( )h2 + ρ2 3/2 . (A-13)

图1 单极子qm出现在距离厚度为d的导电薄膜的

距离h处。坐标的原点位于上表面
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随后的反应

A.5

题目中给出薄膜内感应电流产生的 B '
z 方程为:

首先可以利用减法代替求二阶偏导，因此有

∂2 B '
z

∂z2 =

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
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|
||

∂B '
z

∂z
z

- |

|
||

∂B '
z

∂z -d - z

d + 2z
(A-14)

. 由 于 B '
z 是 z ' = z + d ∕ 2 的 偶 函 数 ，因 此 有

|

|
||

∂B '
z

∂z
z

= - |

|
||

∂B '
z

∂z -d - z

，考虑到 || z ≪ d ,因此有 d + 2z ≈ d

故等式(A-14)可以进一步化简为如下形式

|

|
||

∂B '
z

∂z
z

- |

|
||

∂B '
z

∂z -d - z

= 2
d
∂B '

z

∂z
(A-15)

根据题给公式（2），可以得到如下关系

2
d
∂B '

z

∂z
= μ0σ

∂
∂t

B '
z (A-16)

（A-16)左侧变为 2 ∂
∂z

B '
z(ρ,z ; t) 。等式右侧可以

由 B '
z(ρ,z ; t) 表示。结合上述分析，可以得到如下关

系式：

2 ∂
∂z

B '
z(ρ,z ; t) = μ0σd ∂

∂t
B '

z(ρ,z ; t) （A-17）

⇒ ∂
∂t

B '
z( )ρ,z ; t = v0

∂
∂z

B '
z( )ρ,z ; t . (A-18)

其中，Z ≈ 0 ，ν0 = 1
2μ0δd

A.6对于A.5中的方程式(A-18)，在 z ≈ 0 时，具

有以下形式的解：

B '
z(ρ,z ; t) = f ( )ρ,z + v0t ， （A-19）

A.7根据A.1的计算结果可知，在 z≥ 0 区域，当

t=0时，感应电流产生的磁场

B '
z(ρ,z≥ 0) =

μ0qm

4π
(z + h)

[ ](z + h)2 + ρ2 3/2 ,

B '
z( )ρ,z≥ 0 = F ( )ρ,z + h . (A-20)

当 t > 0 时，根据式(A-19)，

对于 B '
z(ρ,z ; t = 0) ，可将 z进行替换，即：

z→ z + v0t , (A-21)

也就是, B '
z(ρ,z ≈ 0; t) = F ( )ρ,z + v0t + h .

对应于运动镜像单极子的物理图象，其位置为：

zmp = -h - v0t. （A-22）

最终结果为: v0 = 2/( )μ0σd . (A-23)

B 部分 作用在点状磁偶极子上的磁力在恒定

的高度h以恒定的速度运动

移动的单极子

B.1所有qm型图像磁单极子的当前位置在

(x,z) = [ ]-nvτ, -h - nv0τ ,n≥ 0. (B-1)

所有 -qm 镜像磁单极子的位置在:

(x,z) = [ ]-(n + 1)vτ,-h - nv0τ ,n≥ 0. (B-2)

B.2 由于所有镜像磁单极子在 t=0 时的磁势

Φ+(x,z) 以求和形式给出:

Φ+( )x,z =
μ0qm

4π ∑n = 0

∞

   1

(x + nvτ)2 + ( )z + h + nv0τ
2

- μ0qm

4π ∑n = 0

∞

   1

(x +(n + 1)vτ)2 + ( )z + h + nv0τ
2

;

⇒ Φ+( )x,z =
μ0qm

4π ∑n = 0

∞
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2

.

(B-3)

将求和改成积分：

Φ+( )x,z =
μ0qm

4πτ ∫0∞  
é

ë

ê
êê
ê 1

( )x + vt ' 2

+ ( )z + h + v0t
' 2

-

ù

û
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úú
ú1

( )x + vt ' + vτ
2

+ ( )z + h + v0t
' 2

dt ',

(B-4)

=
μ0qm

4πτ ∫0∞   ( )x + vt ' vτ

é
ë

ù
û( )x + vt ' 2

+ ( )z + h + v0τ
2

3/2  dt ', (B-5)

计算得到：

图2 选取导电薄膜上下方的路径应用安培环路定理
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Φ+(x,z) =
μ0qmv

4π
1

(z + h)v - v0 x

é
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z + h

x2 +(z + h)2
- v0

v2 + v2
0

(B-6)

移动的偶极子

B.3总磁势

ΦT(x,z) =Φ+(x,z) +Φ-(x,z), (B-7)

其中Φ-(x,z) = -Φ+( )x,z - δm .

ΦT(x,z) =Φ+(x,z)-Φ+( )x,z - δm

= δm × ∂Φ+(x,z)/∂z. (B-8)

ΦT( )x,z = - μ0mv
4π

é

ë

ê
ê

v

[ ]( )z + h v - v0 x
2

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

z + h

x2 +(z + h)2
- v0

v2 + v2
0

ù

û

ú
ú- x2

[ ]( )z + h v - v0 x [ ]x2 +(z + h)2 3/2 .

(B-9)

作用在点状磁偶极子上的力：

FZ = - |
|
|qm

d
dz
ΦT( )0,z

z = h

+ |
|
|qm

d
dz
ΦT( )0,z

z = h - δm

(B-10)

Fz = - μ0mqm

2π
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3 . (B-11)

⇒ Fz =
3μ0m

2

32πh4
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Fx = - |
|
|qm

d
dx
ΦT( )x,h

x = 0

+ |
|
|qm

d
dx
ΦT( )x,h - δm

x = 0

(B-13)

⇒ Fx = - 3μ0m
2

32πh4
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v
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0

(B-14)

v0 和 ν之间的关系及其联系

B.4

v0 = 2
μ0σd

= 2
4π × 10-7 × 5.9 × 107 × 0.5 × 10-2

= 5.4m/s.

(B-15)

B.5在小v状态下，意味着v小于系统的某个典型

速度（或在下一个任务B.6中考虑的临界速度 vc），

具有基本类似于 v ≈ 0 的特征。对于 v ≈ 0 ，频率 ω

与 v0 ∕ h 相关联。利用B.4中给出的参数，趋肤深度

（问题列表中的方程(3)）δ由下式给出：

δ = 2
ωμ0σ

= 2h
v0μ0σ

= 1.58 cm，是 d 的 三 倍

以上

因此，在小v状态下，有

v0(v) = v0. (B-16)

在大v状态下，有趋肤深度 δ < d, 从而影响薄膜

厚度 deff

deff = δ, (B-17)

其中场可看作是均匀的（即 z独立）。

在这种情况下， ω = v/h, (B-18)

所以

v0( )v = 2
μ0σδ

= 2
μ0σ

ωμ0σ
2

= 2
μ0σ

v
h

= d
h

vv0，

或者

v0(v) = v0
d
h

v
v0

. (B-19)

B.6临界速度vc由条件 δ = d 确定：

d = 2
μ0σvc /h

⇒ vc = 2h
d 2μ0σ

= v0
h
d

. (B-20)

C部分 导电薄膜超导时磁偶极子的运动

当电导率 σ→∞ 时，后退速度 v0 → 0 ，这样就

不会出现一整串镜像磁单极子。相反，该镜像只是

一个镜像磁偶极子瞬时位置的图像。在这种情况

下 ，镜 像 磁 偶 极 子 是 m = mẋ 位 于 位 置

(x,y,z) =(0,0,-h) 。然后，从图像配置的对称性可以

清楚地看出，镜像中磁偶极子上的力仅沿 ż 对齐。

为方便起见，将磁单极子 -qm 定位在 x = 0 处，而对

于磁单极子 qm ，定位在 x = δm 。

C.1

图3
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来自镜像磁偶极子的总磁势ΦT(x,z) 为：

ΦT(x,z) = - μ0qm

4π
1

x2 +(z + h)2

+
μ0qm

4π
1

( )x - δm

2
+(z + h)2

.
(C-1)

方法一：

镜像磁偶极子作用在磁偶极子上的总垂直力

F '
z 由下式给出：
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(C-2)
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F '
Z =

3μ0m
2

64πh4 . (C-4)

平衡条件：

F '
z -M0 g = 0, (C-5)

⇒ 3μ0m
2

64πh4
0

= M0 g,
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. (C-6)

方法2：

可以使用直接力计算。

F '
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=
3μ0m

2

64πh4 .

平衡条件 F '
z -M0 g = 0 给出了与(C-6)方程式中

相同的平衡位置 h0 。

h0 =
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3μ0m
2

64πM0 g

1
4

.

C.2

关于平衡的振荡频率由下式得到

F '
z ≈M0 +

dF '
z

dz
Δz， （C-9）

其中 Δz = z - h0 .

并且从
dF '

z

dz
= -k = -M0Ω

2 中 (C-10)

可以得到

k = - d
dz

3μ0m
2

64πh4 =
3μ0m

2

16πh5
0

= 4
h0

3μ0m
2

64πh4
0

=
4M0 g

h0

= M0Ω
2

(C-11)

由此可以解得角振荡频率

Ω =
4g
h0

. (C-12)

C.3
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(C-13)

h0 = é
ë
ê

ù
û
ú

10-18 × 752 × 10-4

16 × 7400 × 9.8 × μ0

1/4

m = 25 μm. (C-14)

C.4

Ω =
4g
h0

= 4 × 9.8
30 × 10-6 s-1 = 1.3 kHz. (C-15)
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