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粒子与波
——第51届国际物理奥赛理论第二题

杨佳心 宋 峰

（南开大学物理科学学院 300071）

波粒二象性是量子力学的核心概念之一。波

粒二象性认为每个粒子都可以被描述为波，反之亦

然。在本题中，我们将根据这个概念和其他一些基

本假设来探索微观世界中两种不同类型的粒子

——费米子和玻色子的量子现象。

A 部分腔内的微观粒子(1.4分)

考虑一个质量为m的粒子在一维势阱中运动，

其势能V(x)由下式给出:

V (x) = {0, 0 ≤ x ≤ L ;
∞, x < 0 or x > L.

(1)

虽然经典粒子可以具有任何动能和势能，但是

对于量子粒子来说，只允许具有某些特定的正的离

散的能量。当微观粒子处在这样的允许状态下，可

以通过具有节点的德布罗意驻波来描述。

A.1 确定势阱中微观粒子的最小可能能量Emin。

用m、L和普朗克常数h来表示。(0.4 分)

粒子具有多个可能的能量，其中能量最小的状

态称为基态，所有其余可能的状态称为激发态。基

态的能量记为E1，按升序排列，所有可能的能量值，

记为En。这里n = 1，2，3，…

A.2 求出能量En的一般表达式(0.6分)

A.3 只有通过发射或吸收一定能量差的光子，

粒子才能从一种状态瞬时跃迁到另一种状态。求

出粒子从第一激发态(E2)跃迁到基态(E1)时发射的

光子的波长λ21。(0.4分)

提示：根据量子论中能量与动量的关系式、德

布罗意关系式、跃迁时能级差与波长的关系式，可

以得到结果。

B 部分分子的光学性质(2.1分)

在这部分，我们将研究花青分子Cy5的几种光

学性质，花青是一种广泛使用的染料分子，其分子

结构如图 1(a)所示。它的光学性质主要由碳骨架

(主链)决定，碳骨架由碳原子之间交替的单双键组

成，如图1(b)所示，而分子末端的环以及自由基R对

图1 (a)花青Cy5分子的化学结构(为简单起见，未显示氢原子，R表示一些基团)；(b)Cy5分子的碳骨架(主链)，

平均原子间距为 l；(c)电子沿主链(细线)的势能及其通过方程1给出的阶跃函数的近似值(粗线)
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其光学性质的影响要小得多。碳骨架中每个C原

子(和N原子)的四个价电子中有三个形成化学键，

而剩下的一个价电子被“共享”并可以沿整个骨架

移动。每个这样的电子的净势能在图1(c)中用振荡

的细线显示，细线上的最小值对应于C和N原子的

位置。

为简单起见，我们将通过式(1)中给出的简单函

数对该势能做近似，参见图 1(c)中的粗线，其宽度

L = 10.5 l，这里 l= 140 μm是平均原子间距，图 1(b)

中也标出了。在图1(b)的碳骨架中，有由10个电子

组成的“电子气体”(7个来自于C原子，2个来自于

N原子，1个来自于N+离子)，这些电子气体在A部

分所述的一维势阱中运动。在我们的计算和推导

中，我们可以忽略这些电子的相互作用；然而，我们

应该考虑到电子是费米子的事实，因此遵守泡利不

相容原理。我们还可以忽略其他电子以及原子核

运动的影响。

B.1 假设电子系统最初处于基态，求出Cy5分

子可以吸收的光子的最大波长λ。用 l、物理常数和

一些数值因数来表达你的答案，并计算出具体数

值。(0.8分)

B.2 另一种染料分子Cy3具有类似的结构，但

其骨架(主链)少了 2 个碳原子。与 Cy5 分子相比，

它的吸收光谱向更蓝或更红的光谱区移动了吗？

计算这个光谱位移Δλ的大小。计算时可以假设去

掉两个碳原子不会改变分子形状，只会使主链长度

缩短两个原子间距离。(0.4分)

处于激发态的分子在发射光子的同时会自发

跃迁到基态。平均自发辐射速率K(即处于激发态

的分子 dN/N 随着时间 dt 相对减少值，K = 1
N

dN
dt

)

由发射光子的波长λ、跃迁电偶极矩d(d的数量级为

d≅ el ，这里e是基本电荷量)以及真空介电常数ε0和

普朗克常数h决定。

B.3 使用量纲分析，根据ε0、h、λ和 d，确定自发

辐射速率的表达式。表达式的数字因数是 16
3
π3 。

(0.7分)

B.4 对于Cy5分子，d≈2.4 el。计算Cy5分子最

低激发态的平均荧光寿命τCy5，该寿命是其跃迁到基

态的速率的倒数。(0.2分)

提示：本部分前两问利用玻尔量子论可以计算

得到，B3通过量纲分析，B4则根据前面的结果进行

计算。

C 部分玻色-爱因斯坦凝聚(1.5分)

这部分与 A 部分和 B 部分没有直接关系。在

这里，我们将研究玻色子粒子的集体行为。玻色子

不遵守泡利不相容原理，并且在低温或高密度下会

经历一种被称为玻色-爱因斯坦凝聚(BEC)的戏剧

性现象。这是一个有趣的集体量子态的相变：大量

相同的粒子“凝聚”成一个单一的量子态，并开始表

现为一个单一的波。通常，通过将固定数量的粒子

冷却到临界温度以下来实现这种相变。原则上，也

可以通过保持温度固定并使得粒子密度超过其临

界值来实现。

我们首先研究相变时温度和粒子密度之间的

关系。事实证明，可以通过一个简单的观察来估计

其临界值：当粒子的均方速度对应的德布罗意波长

等于气体中粒子之间的特征距离时，就会发生玻

色-爱因斯坦凝聚。

C.1 处于热平衡的 87Rb原子，设原子间没有相互

作用势能，求出典型线性动量p和典型德布罗意波长

λdB，用原子质量m、温度T和物理常数来表达。(0.4分)

C.2 计算气体中原子之间的典型距离ℓ，它是原

子数密度n的函数。进而推导出临界温度Tc是原子

质量、密度和物理常数的函数。

为了在实验室中实现BEC，实验人员必须将气

体冷却到Tc = 100 nK的低温。

C.3 如果跃迁发生在这样的温度下，那么Rb气

体的原子数密度nc是多少？为了便于比较，计算标

准状态(T0 = 300 K，p0 = 105 Pa)下理想气体的“普

通”粒子数密度 n0。“普通”气体的密度 n0是Rb气体

的原子数密度nc的多少倍？假设Rb原子的质量等

于87个原子质量单位(mamu)。
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提示：根据能均分定理，可以得到理想气体的

平均动能，再利用德布罗意关系式以及理想气体状

态方程，可以得到本题目、的答案。

D 部分三光束光学晶格(5分)

第一个玻色-爱因斯坦凝聚态产生于 1995年，

从那以后，实验工作向不同的方向发展。在这一部

分中，你将研究一个特别有成果的想法，将凝聚态

加载到一个空间周期势中，空间周期势是通过多个

相干激光束的干涉而产生的。由于产生的干涉图

案的周期性，它们被称为光学晶格。在光学晶格中

运动的原子的势能V (r) 与光的强度成正比，在计算

中你可以假设

V (r) = -α ||E( )r, t 2

(2)

这里，α是一个正的常数，尖括号表示时间平均值，

以消除随时间的快速振荡项。第 i个激光器产生的

电场为

Ei = E0, iεi cos(ki∙r-ωt), (3)

式中E0,i为振幅、ki 为波矢和 εi 为单位向量。

本题的任务是研究由三个相等强度的相干激

光束干涉产生的三角形光学晶格。典型设置如图2

(a)所示。在这里，所有三个光束的振动方向都为 z

方向，且在 x y 平面中传播，并以 120°的角度相交。

选择x方向平行于波矢量 k1 。

D.1 使用式(2)和式(3)，推导得到势能V (r) 的表

达式，它是光束所在平面中 r=(x,y) 的函数。

提示：结果可以巧妙地表示为常数项加上三个

参量

bi·r的余弦函数的和。请将你的结果写成这

样的表达式，并确定向量 bi 。(1.4分)

D.2 由此产生的势能具有六倍旋转对称轴，即

电势分布相对于绕原点旋转60°的倍数是不变的。给

出一个简单的证据来证明事实确实如此。(0.5分)

上述对称性的观察简化了二维电势分布 V (r)
的分析。如图2(b)所示，正六边形具有对称线，这些

对称线分别连接相对的顶点(实线)和相对边的中点

(虚线)。因此，这种情况下，不需要制作和研究二维

势图，因为通过关注沿着对称线运行的 x和 y坐标，

可以得到很多结论。

D.3 求出沿着坐标轴的势能V (r) 的值，即确定

函数VX (x)≡V (x,0) 和VY (y)≡V (0,y) 。VX(x)和VY(y)，

只是一个变量的函数，求出VX(x)和VY(y)最大或最小

时的位置。由于VX(x)和VY(y)函数是周期性的，在每

个结果表达式中只需要给出周期性重复的最小值

和最大值中的一个。(1.2分)

我们感兴趣的是确定所谓格点的位置，即全二

维势的最小值V (r) 。得到的单参数函数的极小值

VX和VY确定了其可能的位置，但仍需进行检查以消

除鞍点。如图2(c)所示，当沿着单条线进行研究时，

鞍点可能伪装成最小值，但事实上却不是。

D.4 回顾上一个问题中的结果，以确定光学晶

格的实际最小值：求出最接近(但不重合)原点的所

图2 (a)三光束光学晶格：具有波矢量的三个平面波 k1,2,3 在由灰色圆圈指示的区域中相交并干涉；(b)正六边形的对称性：实

线和虚线显示两组对称轴；(c)鞍点：曲面上的一个点，在该点上，正交方向上的斜率均为零，但不是所绘制函数的局部极值。沿着

实线标记的轨迹行进时，会遇到明显的极小值。需要对垂直方向(虚线)进行额外分析，以区分真正的最小值和鞍点(如图所示)
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有等效最小值。最近的两个极小值之间距离(光学

晶格的晶格常数)α是多少？用激光波长λlas来表达

你的答案。(0.8分)

超冷原子的电中性表明，只有当两个或多个原

子占据光学晶格的同一位置时，它们的相互作用才

变得相关。然而，实验学家也能够测得维持远程原

子相互作用的设置。一种可能的方法是创造所谓的

里德伯原子，这些原子体积巨大，具有其他独特的

性质。里德堡原子是受激原子，其中一个电子被提

升到具有非常高的主量子数 n的状态，里德堡原子

的大小可以通过用轨道角动量n计算该电子的经典

圆形轨道的半径来估算，这里ℏ是约化普朗克常量。

D.5 计算 n 的值，该值对应于与激光波长λlas =

380 nm相当的Rb里德伯原子的半径。用λlas和物理

常数表示你的答案，并求出它的数值。(1.1分)

提示：D1 根据题给公式(2)、(3)进行数学运算，

即可得到。D2通过观察三个向量 bi 的对称性可得

到。根据 D1 结果，分别令 x=0 和 y=0，可以得到结

果。VX(x)和VY(y)是各自位置参数 x或 y的函数，“在

每个结果表达式中只需要给出周期性重复的最小

值和最大值中的一个”，意思是说无须给出周期性

结果。只需要给出以一个最大或最小值作为代

表。得到的结果是余弦函数的和，具有周期性。根

据余弦函数的性质，可以得到最大值和最小值的位

置。D4根据上一题的结果进行分析。D5利用圆周

运动公式、静电力公式、角动量量子化可以得到。

背景知识介绍：

1. 光学晶格

光学晶格是由相互干涉的激光束形成的空间

周期性结构，类似于固体晶格中的原子排列。利用

光学晶格可以在微观尺度精确控制和操纵冷原子，

为研究量子多体系统、进行量子模拟提供了强大的

平台。通过调整激光的参数，可以模拟复杂的物理

现象，如量子相变和超流体性。光学晶格在现代量

子物理和量子信息科学中具有重要地位。

2. 激发态

激发态是指微观粒子(原子或分子)吸收一定的

能量后，被激发到较高能级但尚未电离的状态。粒

子从激发态返回到基态时会释放能量，比如以光的

形式。激发态在原子、分子的光谱学，以及量子力

学的多个领域中都有重要作用，是研究物质性质和

相互作用的关键概念。

3. 泡利不相容原理

泡利不相容原理阐述了一个基本的物理规律：

在一个量子系统中，两个相同的费米子(比如电子、

质子等带有半整数自旋的粒子)不能处于完全相同

的量子态。这意味着，对于任何给定的量子系统

(如一个原子)，每个电子都必须具有独一无二的量

子数集合。泡利不相容原理对于理解元素周期表、

原子结构、以及固体物理学中电子行为的理论基础

起到了决定性作用，它解释了为什么物质在宏观尺

度上表现出稳定的结构和独特的化学性质。

4. 量子态

在量子力学中，量子态描述了一个孤立系统的

状态，包含了系统所有的信息。它通过波函数表

示，包含了粒子的位置、动量、自旋等所有可能的状

态信息。量子态的演化遵循薛定谔方程，而其测量

结果呈现概率性，只有在实际测量时才会“坍缩”到

特定的状态。这种描述方式揭示了微观粒子的双

重性质——既表现为波又表现为粒子，是量子力学

研究的核心内容之一。

5. 里德伯原子

里德伯原子是一种特殊状态的原子，其中一个

或多个电子被激发到非常高的能级，因此这些电子

与原子核之间的平均距离远大于正常状态下的距

离。里德伯原子的特点是它们的行为更接近于经

典物理学的预测，电子轨道的尺寸和能量级差距显

著增大，使它们成为研究原子物理学和量子力学原

理的理想系统。

* * * * * * * *

欢迎读者朋友参与“物理奥赛”系列专题的有奖竞答活

动，并在答案公布前将您的解答发送至 aosai@ihep.ac.cn邮

箱。对于参与并答对每期题目的前 20名读者，编辑部将赠

阅1年《现代物理知识》杂志。
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