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留声机转盘上滚动的球
——第23届亚洲物理奥赛理论第二题

黄志强 1    宋    峰 2

（1. 江西科技学院附属中学  330029； 2. 南开大学物理科学学院  300071）

留声机是一种用来放送唱片录音的电动设备，

是由美国发明家爱迪生1877年发明。

留声机的工作原理非常巧妙。它主要通过唱片

上的凹槽来产生声音。当唱片在转盘上旋转时，唱

片上的凹槽会让唱针上下振动。这些振动会通过

一系列机械传动装置传递到留声机的扬声器，从而

产生声音。留声机的基本结构包括留声箱、转盘、

喇叭和唱片。本题以留声机的工作原理为背景。

本题要用到一些数学知识。这里给出一些符

号以及矢量运算规则。

符号和约定：矢量 A 的大小表示为 A ≡ |A |，其

x、y、z分量分别用Ax、Ay、Az表示。一个量的时间导

数用量上的点表示：Ȧ ≡ dA /dt，Ȧ ≡ dA/dt。沿矢

量 A 方向的单位矢量记为 Â。笛卡尔坐标的单位

矢量是 x̂，ŷ和 ẑ。

矢量的运算法则：

( A∙B ) = (B∙A ) = Ax Bx + Ay By + AzBz = ABcosθ

( A × B ) = -(B × A ) = ( Ay Bz - AzBy )x̂ +

（AzBx - Ax Bz )ŷ +（Ax Bx - Ay Bx ) ẑ

|| A × B = ABsinθ， 

（A × B）× C =（A ⋅ C）B -（B ⋅ C）A，
（A × B）⋅ C =（B × C）⋅ A =（C × A）⋅ B  

式中 θ是矢量A和B的夹角。

矢量乘积在描述物理学中的许多关系方面非

常有用。例如：

v = ω × r，   FLorentz = Qv × B。通常将三个矢量

分量方程组合成一个方程可以节省时间。

假设一个转盘情景：

如图 1所示，一个质量分布均匀的球，其质量为

m、半径为 r，在水平转盘上做无滑滚动。球的转动

惯量为 I。在问题B和C部分，转盘可以绕 z轴自由

旋转，转盘的转动惯量记为 Id。该题目的目的是分

析球在实验室参考系下的运动和轨迹。假设转盘

足够大，球运动过程中不会脱落。

我们使用了以下符号

Ω—表示转盘角速度的大小，

ω—球相对于其旋转轴的旋转角速度，

RR—球中心相对于转台旋转轴的水平位矢，

vv—表示实验室参考系中球在R处的速度。

已 知 球 的 初 始 位 置 R 0 ≡ R (0 )，初 始 速 度

v0 ≡ v (0 )，转盘的角速度Ω0 ≡ Ω (0 )。对于初始矢

量 R 0 ≡ R (0 ) 和 v0 ≡ v (0 )，假设它们的方向已知。

此外，当需要表达矢量时，可以在表达式中使用单位

矢量 ẑ。如果被要求用已知的物理量来求出某个表

达式，你可以使用m、r、I和 Id中的一个或多个物理量。

为方便起见，设 α =
I

I + mr2
，    δ =

Id

mr2
，可以在计

算中使用。

请将最终的答案写成矢量表达式，包括叉积

(矢量积)、点积(标量积)和轴方向上的单位矢量。

图1   球在转盘上无滑滚动
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A部分：匀角速度转盘上的球[1.5分]

首先，我们从最简单的情况开始，其中转盘角

速度相对于垂直轴 ẑ是恒定的，即Ω = Ω0。

A.1 求出球的速度 v，用 Ω、ω、r 和 R 来表示。

[0.1分]

A.2 通过动力学方程和关于球中心的力矩方程，

求出球的加速度a ≡ v̇，用Ω、r、m、I和v0表示。[0.2分]

A.3 当位矢为 R时，求速度 v，用Ω、r、m、v0、R、
R 0和 I表示。[0.2分]

A.4 已知初始速度 v0 和初始位矢 R 0，求出球的

轨迹。[0.5分]

A.5 假设球具有均匀的质量密度，其转动惯量

为 I = 2mr2 /5。球的轨迹是一个圆，它的半径是 Rt，

并令 Rt=R0。球需要多长时间接近桌子上的初始点

(t=0转盘上的位置)？求球回到转盘上的初始点(t=0

时球在转盘上的位置)的时间 t？[0.5分]

解题提示：利用刚体的相关公式，在实验室参

考系中进行计算。A.5中，球完成一次圆周运动时，

转盘转动整数圈。

B部分：自由旋转转盘上的球[4.0分]

在这部分，转盘可以自由旋转，绕 z轴没有任何

摩擦。它的自由旋转只受到球的摩擦力的阻碍。

B.1 求出球的速度 v和加速度 a，用Ω0、R、R 0、Ω̇

表示。[0.2分]

B.2 求转盘的角加速度 Ω̇的大小，用Ω、r、m、

Ω0、R、R 0、v0、I、Id表示。提示：可以使用在本问题开

始时定义的常量α和 δ。[0.6分]

B.3 转盘的角速度Ω是关于 R 的函数，求出该

函数表达式，表达式中可使用这些常量：Ω0、R0、r、

m、I和 Id。[0.6分]

B.4 对于给定的Ω0、R0，从 B.3 的结果中，求Ω

的最大可能值。[0.1分]

B.5 求出整个系统的角动量的垂直分量 Mz ẑ。

减去所有常数项，并将其余部分重新设为 Lẑ。在

B.1部分中，已求得球的速度 v，v可以写成一个关于

球的位置R的关系式和一个常矢量之和，我们设这个

常矢量为 c。设沿该矢量方向为 x 轴方向，沿 z × c
为 y轴方向。在该参考系下求Ω，用R，c,z,R2，L，r，

m，I，Id表示。再结合 B.3 的结果，写出一个只包含

R2和y变量以及L、r、m、I、c、Id的方程，其中c是c的大

小。令R2=x2+y2，求出仅包含 x,y变量的球心运动的

轨迹方程，进而列出所有可能的轨迹类型。[2.5分]

解题提示：在 B.1 部分中，求得球的速度 v，v可
以写成一个关于球的位置 R的关系式和一个常矢

量之和，我们设这个常矢量为 c。由此可求得 B2 中

的转盘角加速度 Ω̇的大小。B5中，球受到阻力使球

的速度和角速度都会发生变化。R可在直角坐标系

中展开为R = xx̂ + yŷ。

C部分：磁场中转盘上的球 [4.5分]

如果球以均匀的密度被填充到其半径的一半，而

其余部分的质量可以忽略不计，其转动惯量 I =
mr2

10
。

球外表面均匀带电，总电量为 Q，整个装置放置在

一个在方向为 ẑ的均匀磁场 B中，转盘以恒定的角

速度Ω旋转，球的自转角速度为ω。
C.1 写出球的动力学方程、磁力矩 τs 的表达式，

用Q、r、ω、B表示。[0.5分]

C.2 利用 C.1 的结果，求球在实验室参考系的

线性加速度表达式，用Q、r、ω、B表示。[0.5分]

C.3 假设所有长度单位为 m，角速度的单位为

s-1，时间量的单位为 s。C.2部分中线性加速度方程

是 R的二阶微分方程，其形式为：
d 2 R
dt2

- γ dR
dt

× ẑ +

图2   恒定磁场中在转盘上的滚球
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βR = 0。

求出 γ和β常数，用Q、r、B、I、m、Ω表示。

接 着 ，对 R 的 分 量 进 行 以 下 变 换 ：x ( t ) =

ρ ( t )cos (η ( t ) )，y ( t ) = ρ ( t )sin (η ( t ) )，使新的方程

不含一阶导数项。其中极角 η ( t )是时间的函数，试

求η ( t )的表达式。

在新方程中，用γ和β表示ρ(t)的系数β'，并求ρ(t)

不同变化规律的条件：谐振荡、指数衰减等。[1.0分]

C.4 对 C3 得到的方程，若初始条件 x(0)=1 m，

y = 0 m, vx (0 ) = |ẋ
t = 0

= 1m/s, vy (0 ) = |ẏ t = 0 = -1m/s，

在这些条件下，当β'=0时求出 γ和β。进一步地得到

对应的Ω，并绘制运动轨迹。球表面的是正电荷还

是负电荷？在答题纸上用-表示负电荷，+表示正电

荷。[0.9分]

C.5 如果你在 C.4 得到的答案是正确的，则

R ( t )随时间变化，若球的质量和半径为m=1 kg和 r

=1 m，I =
1

11
kg ⋅ m2，求旋转每圈能量变化和旋转

N 圈(N≫1)的总能量变化。可以忽略远小于 N 的

量。[1.6分]

解题提示：C2中，线性加速度方程是 R的二阶

微分方程，其形式为：
d 2 R
dt2

- γ dR
dt

× ẑ + βR = 0

球的动能包含平动动能
1
2

mv2 和转动动能

1
2

Iω2。

背景知识介绍：

1、 磁力矩

闭合线圈中的电流在磁场中受到的安培力的

作用，使线圈产生转动，即安培力产生了使线圈转

动的力矩，这种由安培力产生的力矩称为磁力矩。

磁力矩 τs = IBL ⋅ x，磁力矩是一个矢量，可以

写成 τs = IS ( ên × B )。

ISên 是描述一个任意形状的载流平面线圈本身

性质的矢量，称为这个线圈的磁矩，用μ表示：

μ = ISên

线圈的磁力矩可写为：τs = μ × B
2、 刚体运动规律

(1) 刚体纯滚动是指刚体在运动过程中，表面

接触点处的相对速度始终为零的滚动运动。例如

匀速转动的转盘上一个球做纯滚动时，球与转盘接

触点的相对速度为零。故球心相对地面的速度等

于球心相对接触点的速度与转盘接触点相对地面

速度的矢量和。

(2) 当球做纯滚动时，存在静摩擦力。它是使

球产生滚动的重要因素，方向与球的运动趋势方向相

反。比如在水平面上向右滚动的球，摩擦力方向向

左。根据牛顿第二定律，对于球的质心运动，在水

平方向上若只考虑摩擦力 f，f=mac，ac为球心的加速

度。根据转动定律，合力矩 M = Iω̇，对于做纯滚动

的球，若以球心为转轴，摩擦力产生的力矩 fr = Iω̇。

      *    *    *    *    *    *    *    *

欢迎读者朋友参与“物理奥赛”系列专题的有

奖竞答活动，并在答案公布前将您的解答发送至

aosai@ihep.ac.cn 邮箱。对于参与并答对每期题目

的前 20名读者，编辑部将赠阅 1年《现代物理知识》

杂志。
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