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静电透镜
——2021年国际物理奥赛理论第二题参考解答

张宏根 1 宋 峰 2

（1. 浙江省杭州学军中学 310020；2. 南开大学物理科学学院 300071）

A. 环轴上的静电势(1分)

此问的模型简单直接，通过直接计算的方式很

容易求得。圆环的位形参数如图1所示。

A.1 (0.3分)

环的线电荷密度为 λ= q/(2πR) ，环上所有点距

离A点的距离都为 R2 + z2 ，将环上所有线电荷微

元在A处贡献的电势值作积分

Φ( )z = ∫dΦ = ∫02π λ

4πϵ0 R2 + z2
=

q
4πϵ0

1

R2 + z2
(1)

A.2 (0.4分)

直接将电势对 z的幂次进行展开，利用泰勒展

开公式 ( )1 + x
ϵ
≈ 1 + ϵx + 1

2
ϵ ( )ϵ - 1 x2 ，取 ϵ= - 1

2
可以

得到

Φ(z) =
q

4πε0

1

R2 + z2
=

q
4πε0 R

1

1 + æ
è

ö
ø

z
R

2

≈
q

4πε0 R
æ
è
ç

ö
ø
÷1 - z2

2R2

(2)

A.3 (0.2分)

电子的静电势能为V ( )z = -eΦ(z) ，加在电子上

的力是电子势能的负梯度，电子势能是电子电量-e

和电子所在处的电势值的积

F(z) = - dV (z)
dz

= +e dΦ
dz

= - qe
4πε0 R3 z. (3)

如果这是一个恢复力，它应当在 z为正时为负，

因此q>0

A.4 (0.1分)

电子的运动方程为

mz̈ +
qe

4πε0 R3 z = 0 (4)

(坐标参数上的点代表对时间的导数)，我们因

此得到了

ω =
qe

4πmε0 R3 . (5)

B. 环面上的静电势(1.7分)

B.1 (1.5分)

可以使用两种不同的方法来解决本小问：(1)直

接积分；(2)利用高斯定理和A部分的结果

(1)直接积分

参照图2，因为势能具有柱对称性，使B点位于

x轴上，有

||OB = r； ||OC = R (6)

根据余弦定理

||CB
2
= R2 + r2 - 2Rr cos ϕ (7)

环上dϕ微元在B处产生的电势为

dΦ = 1
4πε0

λRdϕ

R2 + r2 - 2Rr cos ϕ

= 1
4πε0

λdϕ

1 + r2

R2 - 2 r
R

cos ϕ

.
(8)

图1 一个半径为R的带电圆环
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利 用 泰 勒 展 开 公 式 ( )1 + x
ϵ
≈ 1 + ϵx +

1
2
ϵ ( )ϵ - 1 x2 ，取 ϵ= - 1

2
可以得到

dΦ≈
λdϕ
4πε0

é
ë
ê1 - 1

2
æ
è
ç

ö
ø
÷

r2

R2 - 2 r
R

cos ϕ +

ù

û
úú

3
8
æ
è
ç

ö
ø
÷

r2

R2 - 2 r
R

cos ϕ
2

.

(9)

忽略 r3和 r4项，保留到二阶项，可以得到

dΦ≈
λdϕ
4πε0

é
ë
1 + r

R
cosϕ + r2

R2
ù
û
úæ

è
ö
ø

3
2

cos2ϕ - 1
2

. (10)

对所有的角度做积分，得到

Φ(r) = λ
4πε0
∫02πé
ë
1 + r

R
cosϕ + r2

R2
ù
û
úæ

è
ö
ø

3
2

cos2ϕ - 1
2

dϕ. (11)

考虑到

∫02π

cos ϕdϕ= 0；∫02π

cos2ϕdϕ= π

所以，最终得到

Φ(r) =
q

4πε0 R
æ
è
ç

ö
ø
÷1 + r2

4R2 . (12)

将这个表达式和 Φ( )r = q(α+ βr2) 作比较，可以

得到

β= 1
16πϵ0 R3 (13)

(2) 高斯定理

我们来分析半径为 r的小圆柱，圆柱的中心就

是金属环的中心，在A部分我们分析了 z轴上的电

势，在这个部分分析沿着半径 r的电势，依据 z方向

和 r方向的反射对称性，对于任何的 z<<R和 r<<R，

电势展开到最低阶都是 z和 r的二次项，而且不存在

诸如 rz的项(如果存在诸如 rz的项，这一项将在 r, z

任何一个坐标做反射后符号翻转)：

Φ(z,r) =
q

4πε0 R
æ
è
ç

ö
ø
÷1 - z2

2R2 + qβr2. (14)

由这个表达式，立即可以得到

α= 1/(4πϵ0 R) (15)

因此当 r和 z足够小时，对电势求梯度，可以得

到轴向和径向的电场

ℇ z (z,r)= +
q

4πε0 R3 z, ℇr(z,r)= -2qβr. (16)

使用高斯定理，只要闭合曲面包含的电荷量为

零，则电场对于这个闭合曲面的积分为零

∮ℇ·d

S = 0 ⇒ ∫

side


ℇ·d


S + ∫

base


ℇ·d


S = 0. (17)

第二个积分为

∫
base


ℇ·d


S = 2πr2ℇz(z,r) =

qzr2

2ε0 R3 . (18)

第一个积分为

∫
side


ℇ·d


S = 4πrzℇz(z,r) = -8πqβr2 z. (19)

将两个积分(18)、(19)相加，高斯定理给出

qzr2

2ε0 R3 - 8πqβr2 z = 0. (20)

这立即就导出了

β= 1
16πϵ0 R3 (21)

这和前面通过直接积分的方式得到的结果是

一致的。

相较于直接积分，高斯定理需要用到对称性分

析，但相应的其运算量也大大减少了。

B.2 (0.2分)

电子的势能可以写作 V ( )r = -eΦ(r) 。在 xy 平

面上加在电子上的力为势能的负梯度

F(r) = - dV (r)
dr

= +e
dΦ(r)

dr
=

qe
8πε0 R3 r. (22)

图2 以直接积分的方式计算环面上的静电势

图3 利用高斯定理计算环面上的静电势
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为了得到一个振子，在 r>0处力应当与位移相

反，因此q<0。

C. 理想静电透镜的焦距：瞬时充电

(2.3分)

在本问中我们需要采用近似方法去处理电子

径向的运动，题中已经给出电子在 z方向上运动速

度不变，我们需要进一步假设电子穿越“活跃区域”

的时间很短，以至于电子在受力期间径向坐标几乎

不改变，类似于受到一个冲击力，这个近似对于较

高速运动的电子以及较弱的电场来说是合理的。

因此无论电子以什么角度入射“活跃区域”，电子的

速度改变都是一致的。

C.1 (1.3分)

考虑一个速度为 v = 2E/m ，距离“光轴”(如图

4)r处的电子。电子在 t = d/v 的时间间隔内经过透

镜的“活跃区域”

r方向的运动方程为

mr̈ = 2eqβr (23)

将这个运动方程两侧对时间积分，因为电子的

径向坐标几乎不改变，加速度也为常值。在电子穿

越“活跃区域”后，电子将会获得一个径向速度

vr =
2eqβr

m
d
v

(24)

如果 q<0，则径向速度指向光轴，透镜将会汇

聚，电子到达“光轴”所需要的时间为

t' = r
||vr

= - mv
2eqdβ

(25)

在这段时间中，电子将会在z方向走过一段距离

Δz = t'v = - mv2

2eqdβ
= - E

eqdβ
(26)

Δz和径向距离 r无关，因此所有的电子将会被

聚焦在光轴上的同一点，因此

f = - E
eqdβ

(27)

C.2 (0.8分)

考虑电子发射时与光轴成γ角(如图5)电子在径

向的初始速度为

vr; 0 = v sin γ ≈ vγ ≈ vr
b

(28)

r是电子在到达环面时的径向距离，z方向电子

的速度为

vz = v cos γ ≈ v (29)

对于小角γ电子在“活跃区域”内在 r方向上获

得的额外速度和C.1是相同的，因此在穿越“活跃区

域”后电子的径向速度为

vr = vr
b

+
2eqβr

m
d
v

(30)

q<0，因此其中第一项为正，第二项为负。如果

电子被聚焦，则vr<0。电子到达光轴的时间为

t' = r
||vr

= - r
vr
b

+
2eqβr d

m v

= - 1
v
b

+
2eqβ d

m v

(31)

在这个时间段中电子走过的距离为

c = t'v = - 1
1
b

+
2eqβ d

m v2

= - 1
1
b

+
eqdβ

E

(32)

C.3 (0.2分)

从此前的结论中我们可以得到

图4 静电透镜的一个模型 图5 电子的聚焦
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1
b

+ 1
c

= - eqβd
E

(33)

和C.1中的答案做比较我们立刻便得到

1
b

+ 1
c

= 1
f

(34)

也就是说对于光学透镜有效的成像公式对于

电磁透镜也有效。

D. 作为电容器的金属环(3分)

为了计算金属环的电容，我们需要计算出在金

属环带有一定量的电荷q时金属环表面某点的电势

Φ(考虑到金属环表面各处都是等电势的)，电容即

为两者之商。

计算金属环的电势非常困难，有限远处有限大

的金属环的电势如果采用直接积分的方式计算会

遇到无法积出解析结果的椭圆积分。对于题中所

给的金属环它的厚度相较于半径较小，因此在一定

的近似条件下这样的电势是可以被求出来的。在

这一小问中如何近似是本道赛题最具技巧性的一

部分，考虑题中给出的近似条件，在计算金属环上

某一点的电势时，可以把金属环的其他部分划分为

近邻部分与非近邻部分，近邻部分贡献可能出现发

散的电势，因此不可忽略金属环的厚度，但是近邻

部分的曲率可以忽略；非近邻部分可以忽略金属环

的厚度，但是要考虑曲率的影响。总的电势是近邻

部分与非近邻部分的和，在结果中我们会发现，薄

圆环的电势与近邻非近邻的划分无关，这是一个好

的具有技巧性的近似方法。

D.1 (2.0分)

将整个金属环分为两个部分：一个部分为场点

K近邻部分的圆环，相对于圆心的张角为2α<<1；另

一个部分为环的剩余部分，如图6中所示。尽管α和

1相比很小，我们依然假设第一部分的长度αR和 a

相比依然很大(αR>>a)，使得第一部分在处理过程

中可以被看作一段长圆柱。点K的静电势Φ有两部

分的贡献，第一个部分是张角为2α切出来的部分(Φ1)

另一部分贡献来自于剩余的金属环(Φ2)

Φ1的计算：因为α<<1，我们可以忽略从环上被

切下来的这部分圆柱的曲率。环的线电荷密度为

λ=
q

2πR
。因此圆柱中心处的电势被这个积分所给出

Φ1 = 2 1
4πε0

q
2πR ∫0αR dx

x2 + a2
=

qx
4π2ε0 R

∫0αR d(x/a)

1 +(x/a)2
=

q
4π2ε0 R ∫0αR/a dy

1 + y2
.

(35)

使用题中注释所给出的积分公式我们得到

Φ1 =
q

4π2ε0 R
ln

|
|
|( )y + 1 + y2
αR/a

0

=
q

4π2ε0 R
ln
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

αR
a

+ 1 + æ
è

ö
ø

αR
a

2

.
(36)

当αR>>a时，有

Φ1 ≈
q

4π2ε0 R
lnæ
è

ö
ø

2αR
a

. (37)

Φ2的计算：在这一部分圆环的尺寸较大，因此

此处的计算我们忽略圆环的厚度a。使用余弦定理

我们可以得到K点和L点(如图7)之间的距离为

||KL = 2R sin
ϕ
2

. (38)

图6 金属环电容的计算

图7 金属环电容的计算
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Φ2可以被写作如下积分

Φ2 = 2
q

2π
1

4πε0
∫απ dϕ

2R sin
ϕ
2

=
q

8π2ε0 R ∫απ dϕ

sin
ϕ
2

=
q

4π2ε0 R ∫απ
dæ
è
ç

ö
ø
÷

ϕ
2

sin
ϕ
2

=
q

4π2ε0 R ∫α/2

π/2 dχ
sin χ

.

(39)

使用题中所给的积分公式，我们可以计算得到

∫α/2

π/2 dχ
sin χ

= -ln
|

|
||

æ
è
ç

ö
ø
÷

cos χ + 1
sin χ

π/2

α/2

= lnæ
è

ö
ø

cos α/2 + 1
sin α/2

≈ lnæ
è

ö
ø

4
α

(40)

对于α<<1，有

Φ2 ≈
q

4π2ε0 R
lnæ
è

ö
ø

4
α

. (41)

总电势和电容的计算。总电势是两部分电势

之和

Φ =Φ1 +Φ2 =
q

4π2ε0 R
lnæ
è

ö
ø

2αR
a

+
q

4π2ε0 R
lnæ
è

ö
ø

4
α

=
q

4π2ε0 R
lnæ
è

ö
ø

8R
a

.
(42)

在总电势的表达式中α被消去了，根据公式C=

q/Φ，由式(42)得到

C =
4π2ε0 R

lnæ
è

ö
ø

8R
a

. (43)

可见，当a→0时，C→0

D.2 (1.0分)

求得金属环的电容之后，求解金属环充电的过

程只需要求解一个简单的暂态过程即可。

q(t)为环上 t时刻的电荷量，因此金属环的电势

为q(t)/C。在电阻上的电势降为

R0 I ( )t = R0dq/dt (44)

因此在时间间隔 - d
2v

< t < d
2v

中，电容器处在充

电状态，利用基尔霍夫定律，金属环上的电荷满足

q(t)
C

+ R0

dq
dt

= V0. (45)

求 解 该 一 阶 微 分 方 程 ，注 意 初 值 取 为 ：

t = - d
2v

时q( )t = 0 ，可以得到

q(t) = CV0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 - e

- d
2vR0C

e
- t

R0C
. (46)

环上的电荷在 t=d/(2v)时达到绝对值的极大，

此时的电荷量为

q0 = CV0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 - e

- d
vR0C

. (47)

当 t > d
2v

时，电容器处在放电状态，有

q(t)
C

+ R0

dq
dt

= 0. (48)

由方程(48)，解得

q(t) = q0e
- t

R0C
+ d

2vR0C
= CV0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷e

d
2vR0C - e

- d
2vR0C

e
- t

RC . (49)

因此我们得到

q(t) =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

0 for t < - d
2v

;

CV0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 - e

- d
2vR0C

e
- t

R0C
for - d

2v
< t < d

2v
;

CV0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷e

d
2vR0C - e

- d
2vR0C

e
- t

R0C
for t > d

2v
.

(50)

对于一个汇聚透镜其上电荷为负，因此要求

V0<0，电荷对时间的依赖关系见图8.

E. 更加真实的透镜的焦距：非瞬时

充电(2分)

E.1 (1.7分)

与C部分类似，电子径向的运动方程为

mr̈ = 2eq(t)βr (51)

此 时 电 量 q 是 时 间 的 函 数 ，引 入 参 数

η= 2eβ/m ，我们得到

图8 环上电荷作为时间的函数
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r̈ - ηq( )t r = 0 (52)

因为
f
v

>>R0C，所以在充放电的过程中，电子

径向位置的变化并不显著，我们可以假设在充放电

的过程中电子的径向位置 r保持不变，在这个假设

下，电子获得的径向速度为

vr = ηr∫-d/(2v)

∞

q(t)dt. (53)

我们可以用推导出来的q(t)的方程求出这个积

分。积分 ∫-d/2v

d/2v

q(t)dt 为 ( 使用记号 d
v

= t0 ,R0C = τ,

CV0 = Q0 )

∫-t0 /2t0 /2 q(t)dt = ∫-t0 /2t0 /2 Q0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 - e

- t0

2τ e
- t
τ dt

= Q0( )t0 - τ[ ]1 - e
-t0/τ

.

(54)

积分 ∫d/2v

∞

q(t)dt 为

∫t0 /2∞ Q0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷e

t0

2τ - e
- t0

2τ e
- t
τdt = Q0τ[ ]1 - e

-t0/τ
. (55)

将这两个积分相加，得到最终结果

∫-t0 /2∞

q(t)dt = Q0t0. (56)

有趣的是，这个结果并不依赖于 τ= R0C (57)

因此电子获得的径向速度为

vr = ηr
CV0d

v
=

2eβCV0dr
mv

. (58)

和C部分类似，我们可以推导出焦距为

f = - E
eCV0dβ

. (59)

E.2 (0.3分)

对比上问的结果(59)式和C问的结果(27)式，我

们立刻得到

qeff = CV0 (60)

本题所研究的静电透镜是电磁透镜的一种，它

们都以一种类似操纵光束的方式操纵电子束，以达

到聚焦增强电子束以及使电子束成像的目的。

电磁透镜的概念最初是由Hans Busch在 1986

年提出①，最初制造的电磁透镜由一个短螺线管线

圈缠绕而成，在其空腔中心产生较高的磁场强度。

在这一发现之后不久，Ruska和Knoll发明了第一台

电子显微镜②，使人们能够在远超光学显微镜的尺

度上研究各种各样的结构。但是圆形电磁透镜的

具有固有像差，这个像差长期以来使得电子成像无

法达到电子波长的分辨率。

在过去的几十年中，电磁透镜技术进一步发

展，用非圆形多极电磁透镜堆栈进行像差校正在技

术上才成为可能，进一步提高了透射电子显微镜的

分辨率。

近期，有学者指出可以利用磁矢势的 Aha-

ronov-Bohm效应，在一个没有经典电磁场的区域中

利用磁矢量势，改变电子束流的相位，构造了一种

新型电磁透镜③这种新型透镜结合了传统电磁场和

静电场透镜的优点，为带电粒子系统的光学设计开

辟了新的可能性。

电磁透镜被广泛地应用于电子显微镜内，用于

放大低能电子或离子的动量信号，极大地开辟了分

子显微镜的应用路径。一组研究者曾设计了能够

将电子的速度图成像的信号放大20倍的静电透镜，

展现了其强大的性能④。
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