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1. 引言和历史

虽然量子力学在 1926年就已经完全建立，但直

到 1935年物理学家才开始注意到量子纠缠。受著

名的EPR思想实验[1]启发，薛定谔在一篇 1935年发

表的论文中第一次定义和阐述了量子纠缠[2]。薛定

谔在论文的开头这样写道，

两个系统，它们各自具有一个ψ函数(代表)，通

过已知的力而发生短暂的物理相互作用。当这两

个系统在相互影响一段时间之后又再次分离时，它

们不再能用以前的方式来描述，即赋予它们各自一

个ψ函数(代表)。我认为这不是量子力学的特征之

一，而是量子力学的标志-量子力学完全背离经典

思想的标志。通过相互作用，两个ψ函数(代表)已

经纠缠在一起。

薛定谔用的术语 ψ函数(ψ-function)或代表 (repre‐

sentative)指的是现代人更熟悉的波函数或纯态。在

这段简单的论述中，薛定谔明确地指出了量子纠缠的

一个基本特征：处于纠缠态的个体不再具有确定的量

子状态。他特别强调了这个特征是量子力学完全不

同于经典物理的标志，不是众多特征之一。

薛定谔的这个观点入木三分，非常深刻。对于

一个经典系统，只有了解了系统的每一个组分，我

们才能说了解了这个系统的整体，比如，一个具有 n

个粒子的系统，只有知道每一个粒子的位置 xi和动

量 pi，我们才算精确知道了整个体系的状态。这和

我们日常经验相符。如果你宣称你完全了解一盒

巧克力，那你一定知道盒子中每一块巧克力的颜

色，形状等性质。但是对于多体量子态，情况完全

不同。

为了具体说明这个特征，我们考虑常见的自旋

单态，

|ψ =
1

2
( )|↑↓ - |↓↑ ， (1)

这里 |↑ 和 |↓ 是 σ̂z 的两个本征态：前者代表自旋向

上，后者代表自旋向下。每一个自旋的状态空间是

一个二维希尔伯特空间H2，这个双自旋系统的希尔

伯特空间是 H=H2⊗H2。|ψ 是希尔伯特空间 H 中

的一个向量，它完全描述了两个自旋的总体状态。

它们处于两个状态的叠加：第一个状态中自旋 1向

上自旋 2 向下；第二个状态中自旋 1 向下自旋 2 向

上。那么自旋 1和自旋 2分别处于什么状态呢？它

们都处于如下混态，

ρ =
1
2 |↑ |↑ +

1
2 |↓ |↓ . (2)

数学上这个态不是希尔伯特空间H2中的向量，因此

自旋 1和 2都不再具有确定的量子状态 .物理上，它

似乎和单自旋态

|φ =
1

2
( )|↑ + |↓ (3)

相同：如果对自旋进行 z方向分量的测量，ρ和 |φ 都

分别有 50%的几率测得自旋向上或向下。但是，如

果进行 x方向分量的测量，ρ和 |φ 非常不一样：ρ依

然有 50%的几率分别测得自旋 x方向的两个分量；

|φ 是 100%的几率沿 x正方向。如果我们能把两块

巧克力制备到类似 |ψ 的量子纠缠态，那么每一块

巧克力不再具有确定的形状或其他性质。

薛定谔当时也注意到了量子纠缠的另外一个

特征，超距关联。他在文章中这样写道[2]，“……对

于其中的任何一个系统，以前的所有知识都可能完
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全丧失，我们只剩下一个特权：把实验限制在其中

一个系统上，通过观察重新确定一个 ψ函数之后，

就可以同时推断出另一个系统的 ψ函数。”这就是

纠缠中的关联现象，而且是超距关联，因为它和距

离无关。但是薛定谔在论文后面的讨论中没有仔

细讨论这个关联现象。现在已经不可能完全确定

薛定谔为什么没有特别关注这个性质。一个可能

的原因是，薛定谔并不觉得这个性质非常重要，这

是日常生活中常见的现象。小明出差，住进旅馆后

打开行李箱，发现只有一只手套而且是左手的，那

么无论离家多远，他瞬间立刻知道留在家里的那只

肯定是右手手套。反之，如果行李箱里的是右手

的，那么留在家里的是左手的。

薛定谔可能认为手套之间的关联和量子纠缠

中的关联是类似的，没有意识到它们之间有非常微

妙的区别。这种微妙而深刻的区别直到 1964年才

被贝尔用不等式澄清[3]。下面我们将详细讨论这个

区别。除了自旋单态(1)，我们还将讨论另外一个常

见的纠缠态，GHZ态[4, 5]，

|Φ =
1

2
( )|↑↑↑ - |↓↓↓ . (4)

我们将针对这两个纠缠态构建两个以巧克力为例

的经典系综。和相应的量子纠缠态对比，这两个巧

克力系综有很多相同或类似的性质，但是总是存在

一些不可消去的微妙区别。

2. 自旋单态及相应的经典系综

自旋单态有一个非常重要的性质——旋转对

称性。公式(1)是自旋单态用 σ̂z 的本征态展开时的

形式 . 即使用沿任意方向 n的自旋算符 n·σ̂的本征

态展开，这个形式保持不变 .也就是说，自旋单态(1)

可以重新表达成

|ψ =
1

2
( )| n+n- - | n-n+ . (5)

在这个表达式中，
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这意味着，当我们沿任意方向 n进行测量，如果自旋

1 的结果是正方向，那么自旋 2 的结果一定是负方

向，反之，如果自旋 1 的结果是负方向，那么自旋 2

的结果一定是正方向。类似地，混态(2)也可以重新

表达为

ρ =
1
2
| n+ |n+ +

1
2
| n- |n- . (7)

这就是说，当我们沿任意方向 n测量自旋 1 或自旋

2，正方向和负方向的结果分别有50%的几率。

针对自旋单态(1)，我们构建如下巧克力系综。

它包括 2N 块巧克力，其中 N 块巧克力是黑色，N 块

巧克力是方形，N块巧克力有酒心。注意这些巧克

力可能是白色、圆形，而且没有酒心。有 N 个完全

相同的盒子，每一个盒子里有两个格子。我们把巧

克力成对放入盒中。装盒规则是：同一个盒子中的

两块巧克力不能同是黑色，不能同是方形，不能同

是酒心。图 1 展示了几种符合这个规则的装盒方

式。下面我们来仔细比较这个巧克力系综和自旋

单态的性质。

单体几率 -对于自旋单态(1)，测量自旋 1沿任

意方向 n的分量，有两个可能的结果：50%的几率为

正和 50%的几率为负。在巧克力系综，格子 1中巧

克力有 50% 的几率是黑色，50% 的几率不是黑色；

50% 的几率是方形，50% 的几率不是方形；50% 的

几率有酒心，50%的几率无酒心。显然，从单体几率

看，我们构建的巧克力系综和自旋单态完全相同。

比较自旋2和格子2中的巧克力有类似的结果。

图1   巧克力单态系综装盒方式示例。b表示黑色，b表示非黑色；s表示方形，s表示非方形；l表示酒心，

l表示非酒心。注意第一个盒子2号格子里的巧克力可能是没有酒心的白色三角形巧克力
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超距关联-由于系综中的巧克力是按照一定的

规则装盒的(参见图1)，同一盒子里的两块巧克力之

间存在很强的关联。如果格子 1中的巧克力是黑色

的，那么格子 2中的巧克力一定不是黑色的；反之，

如果格子 1 中的巧克力不是黑色的，那么格子 2 中

的巧克力一定是黑色的。虽然两个格子相互挨着，

巧克力之间的这种关联是和距离无关的，是超距

的：设想把盒子中的两块巧克力装入两个相同小盒

子，盖上盖子后分开。无论分开多远，当你打开其

中的一个小盒子发现巧克力不是黑色，那么离你很

远的小盒子中的巧克力一定是黑色。

另外，在自旋单态中，出现自旋 1向上自旋 2向

下的结果的概率是 50%；出现自旋 1 向下自旋 2 向

上的结果的概率是 50%。巧克力系综的情况是相

同的：有 50% 的概率格子 1 中的巧克力是黑色，格

子 2 中的巧克力是非黑色；50% 的概率格子 1 中的

巧克力是非黑色，格子2中的巧克力是黑色。

显然，对于巧克力的其他两个性质，形状和酒

心，结论是相同的：如果格子 1中的巧克力是三角形

并且有酒心，那么格子 2中的巧克力是方形且没有

酒心。

这和前面讨论过的自旋单态(1)中自旋 1 和自

旋 2之间的关联类似：如果测量发现自旋 1向上，那

么自旋 2 一定向下；反之，如果测量发现自旋 1 向

下，那么自旋2一定向上。

以上分析表明，即使从超距关联的角度，巧克

力系综和自旋单态之间似乎也没有任何区别。区

别当然是存在的，只是比较微妙，必须细致分析，利

用精确的数学工具才能发现。这就是我们下面要

讨论的贝尔不等式。

贝尔不等式 -贝尔在 1964 年发现的这个不等

式可以展示自旋单态及其相应的巧克力系综之间

微妙而又深刻的区别[3]。贝尔不等式关注的是两块

巧克力不同性质之间的关联，比如同一个盒子里一

块巧克力是黑色另外一块是方形的概率。为了简

洁和方便，我们令黑色是性质 A，方形是性质 B，酒

心是性质 C。同时，我们引入三个关联几率，p(A, 

B), p(B, C)和 p(A, C)。p(A, B)是指从巧克力系综中

任取一个盒子，其中格子 1里的巧克力是黑色，格子

2 中巧克力是方形的概率；p(B, C)是指任取一个盒

子，其中格子 1里的巧克力是方形，格子 2中巧克力

有酒心的概率；p(A, C)是指任取一个盒子，其中格

子 1 里的巧克力是黑色，格子 2 中巧克力有酒心的

概率。贝尔发现这三个关联几率满足如下不等式

p ( A, B ) + p ( B, C )≥ p ( A, C ). (8)

我们下面来证明这个不等式。

首先我们注意到，如果格子2中的巧克力是方形，

那么根据装盒规则，格子 1中的巧克力一定不是方

形的。因此如果定义格子 1中巧克力是黑色但不是

方形的概率是 p͂ ( A, ¬B )，那么显然 p͂ ( A, ¬B ) =p(A, 

B)。类似地，我们有 p͂ ( B, ¬C )= p(B, C)和 p͂ ( A, ¬C )= 

p(A, C)。这样不等式(8)等价于

p͂ ( A, ¬B ) + p͂ ( B, ¬C )≥ p͂ ( A, ¬C ) . (9)

注意，p(A, B)是两块巧克力之间的关联概率，而

p͂ ( A, ¬B ) 是单个巧克力的概率。这两个概率相等

是因为同一盒子中两块巧克力之间的超距关联。

我们借助图 2来证明不等式(9)[6]。图 2中的大

方框代表所有的 2N 块巧克力，这个大方框被巧克

力的三个性质分为八个部分：K1, K2, K3, K4, K5, K6, 

K7, K8。比如，K1包括所有不是方形和没有酒心的

黑色巧克力，K8包括所有不是方形，没有酒心和不是

黑色的巧克力。通过直接观察图2，我们可以得到

p͂ ( A, ¬B ) =
K1 + K4

2N
, (10)

p͂ ( B, ¬C ) =
K2 + K5

2N
, (11)

p͂ ( A, ¬C ) =
K1 + K2

2N
. (12)

显然这三个几率满足不等式(9)。这也意味着贝尔

不等式(8)成立。对于图1中的六个盒子，我们有

p ( A, B ) =
1
3

, p ( B, C ) = 0 ,p ( A, C ) =
1
6

. (13)

它们显然满足贝尔不等式(8)。

有趣的是自旋单态(1)的量子关联会违反这个

不等式。为了展示这点，我们考虑 xz平面内的三个
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方向：n1, n2 和 n3(见图 3)，并测量自旋沿这三个方向

的分量。为了和巧克力进行比较，我们把自旋沿 n1

正方向的测量结果标记为性质A。类似地，自旋沿

n2 正方向的测量结果标记为性质 B，自旋沿 n3 正方

向的测量结果标记为性质C。在测量自旋 1沿 n1 方

向的分量后，测量自旋 2沿 n2 方向的分量(这个表述

只是为了方便，测量结果其实和测量次序无关)，两

个测量结果都为正的概率是[6]

pq ( A, B ) =
1
2

 sin2 θ1

2
. (14)

类似地，测量自旋 1 沿 n2 方向的分量后测量自旋 2

沿n3方向的分量，结果都为正的概率是

pq ( B, C ) =
1
2

 sin2 θ2 - θ1

2
. (15)

测量自旋 1沿 n1 方向的分量后测量自旋 2沿 n3 方向

的分量，结果都为正的概率是

pq ( A, C ) =
1
2

 sin2 θ2

2
. (16)

考虑一个情况，其中 θ1=π/3，θ2 =2π/3。这时我们有

pq ( A, B ) =
1
8

, pq ( B, C ) =
1
8

, pq ( A, C ) =
1
8

. (17)

显然，

pq ( A, B ) + pq ( B, C ) < pq ( A, C ). (18)

这意味着自旋单态中两个自旋之间的几率关联会

违反贝尔不等式！当然，可以选择 θ1和 θ2的其他取

值，比如 θ1 =π/2 和 θ2=π，这时候贝尔不等式是满足

的。但重要的是，对于某些 θ1和 θ2取值，量子纠缠

中的关联会违反贝尔不等式。不同的 θ1和 θ2取值

对应巧克力系综中的不同装盒方式。我们前面证

明了，只要满足装盒的规则，无论如何装盒，贝尔不

等式都是满足的。是否会违反贝尔不等式是图 1中

的巧克力系综和自旋单态之间的区别，微妙、不易

察觉但是非常深刻。下面我们具体分析一下导致

违反贝尔不等式的原因。

贝尔不等式是借助图2证明的。我们将看到图中

子集的划分对于自旋没有良好的定义。为了确定起

见，我们只考虑自旋1。图2中的大方框代表对自旋1

的所有测量结果。对自旋 1沿 n1 方向测量，所有正

的结果构成圈 A表示的子集；对自旋 1沿 n2 方向测

量，所有正的结果构成圈B表示的子集；对自旋 1沿

n3方向测量，所有正的结果构成圈C表示的子集。

K1和 K4构成这样一个子集：对自旋 1同时沿 n1

和 n2 两个方向测量，前者为正后者为负的所有测量

结果。一般情况下，这是无法做到的，因为我们不

能同时对一个自旋沿不同的方向测量。但是由于

自旋 1处于自旋单态，这种测量成为可能：对于自旋

1沿 n2 方向的测量结果可以从对自旋 2沿 n2 方向的

图2   大方框代表所有元素的集合。上圈是所有具有性质

A的元素的组合；下左圈是所有具有性质B的元素的组合；

下右圈是所有具有性质C的元素的组合。对于巧克力，大方

框代表整个巧克力系综：A表示黑色，B表示方形，C表示酒

心。对于自旋，大方框代表所有的测量结果：A表示自旋沿

n1方向为正，B表示沿n2方向为正，C表示沿n3方向为正

图3   沿三个不同的方向测量自旋：n1, n2和n3
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测量结果推算出来。这样，K1和K4构成的子集可以

等效看成这样：对自旋 1沿 n1 同时对自旋 2沿 n2 方

向测量，二者都为正的所有测量。

但是对于更小的子集，比如 K1，我们就会遇到

不可克服的麻烦。按理 K1应该包括对自旋 1 同时

沿三个不同的方向 n1，n2 和 n3 的某种测量结果。一

般情况下这是不可能的，而且这次自旋单态也无法

挽救。一个可能的挽救办法是让三个测量不同时。

即使这样，类似K1的子集依然无法明确定义。如果

按 n1, n2 和 n3 这个次序对自旋 1进行测量，K1中元素

的个数应该正比于 sin2 θ1

2
cos2 θ2 - θ1

2
；如果交换 n2

和 n3 的次序，那么 K1正比于 sin2 θ2

2
cos2 θ2 - θ1

2
。这

说明K1的定义依赖于测量的次序，因此我们无法明

确定义K1。

显然图2中所有类似K1的子集都无法明确定义。

这背后的根本理由是三个自旋算符，n1·σ̂，n2·σ̂和
n3·σ̂,相互不对易。形成鲜明对照的是，对于巧克力，

所有这些子集 Kj, j =1, 2, …, 8都是有明确定义的，比

如K1包括所有不是方形和没有酒心的黑色巧克力。

3. GHZ态及相应的经典系综

GHZ态(4)是另外一个经常用来展示量子纠缠

特征的量子态。它是一个三自旋的纠缠态。我们

这里只关心每一个自旋沿 x，y和 z三个方向的分量。

显然，GHZ态中的任何一个自旋不再具有确定的量

子纯态，而是处于混态(2)。因此，如果我们对其中

的任何一个自旋沿 x，y或 z方向进行测量，我们分别

有50%的几率得到正的结果。

GHZ态中的三个自旋之间是存在关联的。沿 z

方向测量，如果其中一个自旋的结果是向上，那么

其他两个自旋的结果也是向上；反之，如果其中一

个自旋的结果是向下，那么其他两个自旋的结果也

是向下。这个两种结果出现的几率都是 50%。沿 x

和 y方向的关联没有这么直接，而是隐含在下面三

个等式中。通过直接计算，我们可以验证如下等式

σ̂ (1)
x σ̂

(2 )
y σ̂ (3)

y Φ = Φ , (19)

σ̂ (1)
y σ̂

(2 )
x σ̂ (3)

y Φ = Φ , (20)

σ̂ (1)
y σ̂

(2 )
y σ̂ (3)

x Φ = Φ . (21)

这三个公式可以通过直接计算验证。它们说明，三

个自旋沿 x 和 y 方向的测量结果是相互关联的：如

果我们测量三个自旋中的一个自旋的 x分量以及其

他两个自旋的 y分量，这三个结果虽然可正可负，但

它们乘在一起一定是正的。一个等价的说法是，下

面两种测量结果不可能出现：一个结果是负，其他

两个结果为正；三个结果都是负的。

针对GHZ态这些特征，我们建立如下巧克力系

综。对应自旋的 x，y和 z三个方向，我们考虑巧克力

的三个性质，颜色、形状和产地：黑色和非黑色分别

对应自旋 x分量的正负；方形和非方形分别对应自

旋 y 分量的正负；是否产于瑞士对应自旋 z 分量的

正负。系综中总共有 24N块巧克力，其中 12N块巧

克力是黑色的，12N块巧克力是方形的，12N块巧克力

是瑞士产的。将这些巧克力三块一组放入 8N个盒

子，每一个盒子有三个格子，从左到右依次编号为

1,2,3。这8N个盒子平均分为八组，每一组按照一个

不同的方式装盒。在一半的盒子中，三块巧克力都

是瑞士的；在另外一半中，三块巧克力都不产于瑞

士。这八种装盒的具体方式请参见图 4。下面我们

来仔细比较这个巧克力系综和自旋GHZ态的性质。

单体几率 -图 4中有 24块巧克力，其中有 12块

巧克力是黑色，12块巧克力不是黑色。因此，在整个

巧克力系综中，有 12N块巧克力是黑色，12N块巧克

力不是黑色。也就是说巧克力有 50% 的几率是黑

图4   巧克力GHZ系综的八种装盒方式。b表示黑色，

b表示非黑色；s表示方形，s表示非方形。在这八个

盒子中，有一半其中的三块巧克力都是瑞士产的；

另外一半中三块巧克力都不是产于瑞士
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色，50%的几率不是黑色。关于形状和产地，我们有

类似的结果：巧克力有50%的几率是方形，50%的几

率不是方形；巧克力有 50% 的几率是瑞士的，50%

的几率不是产于瑞士。这和GHZ态(4)中单个自旋

的测量结果类似。对 GHZ态中任意一个自旋进行

测量，无论是沿 x 方向还是 y 和 z方向，结果都是一

样：50%的几率为正和50%的几率为负。因此，从单

体几率看，这个巧克力系综和自旋GHZ态完全相同。

超距关联 -由于巧克力是按照图 4中的八种既

定方式装在盒子中，而不是随机装盒，因此同一个

盒子中的三块巧克力之间存在关联，而且这种关联

是超距的，即和距离无关：如果它们被分开放到三

个相距遥远的星球上，它们之间的关联不会被改

变。对于产地，关联是显然的：如果某个盒子中的

一块巧克力是瑞士的，其他两块也是；如果不是产

于瑞士，其他两块也不是。对于颜色和形状，关联

也存在只是不很显然。为了刻画这种关联，我们考

察一个联合变量

Cxyy = c(1)
x c(2 )

y c(3)
y . (22)

如果 1号格子里的巧克力是黑色，那么 c(1)
x = 1；如果

1号格子里的巧克力不是黑色，那么 c(1)
x =-1。如果

2 号 和 3 号 格 子 里 的 巧 克 力 是 方 形 ，那 么

c(2 )
y = c(3)

y = 1；如果不是方形，那么 c(2 )
y = c(3)

y =-1。对

于图 4中的第一个装盒方式，我们有 c(1)
x =-1, c(2 )

y = 1

和 c(3)
y =-1，这意味着 Cxyy =1。对于其他七种装盒方

式，通过逐一检查，我们有同样的结果，Cxyy =1。这

和公式(19)体现的量子纠缠中的关联是一致的。

类似地，我们可以定义

Cyxy = c(1)
y c(2 )

x c(3)
y , Cyyx = c(1)

y c(2 )
y c(3)

x . (23)

通过逐一验算可以确认，对于图 4中的所有装盒方

式，我们都有 Cyxy = Cyyx =1.这和 GHZ态中的量子关

联(20, 21)是一致的。

和自旋单态(1)类似，尽管我们努力使巧克力系

综和 GHZ 态(4)具有更多的相同特征，但是我们不

可能让它们完全相同。这个巧克力系综和 GHZ态

(4)也是有区别的。为了看到这个区别，我们定义一

个新的联合变量

Cxxx = c(1)
x c(2 )

x c(3)
x . (24)

对 于 图 4 中 的 第 二 种 装 盒 方 式 ，我 们 有

c(1)
x =-1,c(2 )

x =-1和 c(3)
x = 1，因此 Cxxx =1。对于其他七

种情况，我们同样有Cxxx=1。这意味着，对于这个巧

克力系综，Cxxx =1。和此形成对照的是，对于 GHZ

态，我们可以证明

σ̂ (1)
x σ̂

(2 )
x σ̂ (3)

x Φ =- Φ . (25)

这和 Cxxx =1正好相反。

这说明我们根据图 4构建的巧克力系综虽然在

很多性质上和GHZ态一致，但是不能在所有的性质

上完全一致。事实上，可以严格证明，不存在一个

经典系综，它的几率和几率关联性质和GHZ态完全

一致。假设存在，针对等式(19,20,21)隐含的关联，

那么这个经典系综必须满足如下三个条件：

Cxyy = c(1)
x c(2 )

y c(3)
y = 1, (26)

Cyxy = c(1)
y c(2 )

x c(3)
y = 1, (27)

Cyyx = c(1)
y c(2 )

y c(3)
x = 1. (28)

这里 cx和 cy可以是系综中个体的任意两个不同的性

质。利用恒等式，

( )c(1)
y

2 = ( )c(2 )
y

2 = ( )c(3)
x

2 = 1, (29)

我们可以证明 

CxyyCyxyCyyx = c(1)
x c(2 )

y c(3)
y c(1)

y c(2 )
x c(3)

y c(1)
y c(2 )

y c(3)
x =

                       c(1)
x c(2 )

x c(3)
x = Cxxx.

(30)

因此Cxxx=1。我们构建的巧克力系综确实满足这个

等式。与此形成鲜明对比的是，由于泡利算符 σ̂x 和

σ̂y不对易，等式(25)无法从等式(19,20,21)推导出来。

4. 总结

我们构建了两个巧克力系综，努力让它们和相

应的量子纠缠态具有尽量多的共同特征，但是我们

无法让巧克力系综和它相应的量子纠缠态完全相

同。这是一个原则问题。和永动机类似：我们永远

造不出永动机，因为它会违反热力学第一或第二定

律。对于任意一个纠缠态，我们可以构建出一个经

典系综，它的单体几率和这个纠缠态完全相同，但

是它的多体几率关联不可能和这个纠缠态完全相

同。通过对自旋单态和GHZ态的讨论，我们发现根
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本的原因是一个量子体系不同物理性质对应的算

符一般情况下是不对易的。

薛定谔虽然指出了量子纠缠的最本质特征，但是

他没有提出定量描述纠缠的方法。1957年埃弗里特

在他的博士论文中用冯诺依曼熵定量描述了纠缠[7, 8]。
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