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留声机转盘上滚动的球
——23届亚洲物理奥林匹克竞赛

（APhO）第二题答案

黄志强 1    宋    峰 2

                                  （1. 江西科技学院附属中学 ； 2 南开大学物理科学学院  300071）

本 文 给 出 第 23 届 亚 洲 物 理 奥 林 匹 克 竞 赛

(APhO2023)理论赛题第二题的解答，是在官方解答

基础上给出的，但是更加详细完整。该题考察了一

个在水平转台上滚动的球，在不同条件下，深入探

讨其运动和轨迹特性。所给条件的复杂性逐步递

增，从转台角速度恒定的简单情形，到转台可自由

转动，再到考虑球的特殊密度分布和外部磁场的作

用，层层递进。这种研究不仅能加深我们对基础物

理原理的理解，如牛顿运动定律、角动量守恒、洛伦

兹力等，还能锻炼综合运用多学科知识解决实际问

题的能力。它为进一步探索微观粒子在旋转和电

磁场环境中的运动规律提供了宏观层面的类比和

思考基础，在天体物理、微观物理实验装置设计等

领域有着潜在的应用价值。

A部分：匀角速度转盘上的球[1.5分]

A.1 [0.1分]

球在圆盘上做纯滚动，故球心 vb 相对于转盘接

触点的速度为：

vb = ω × ( rẑ ) (1)

球心相对于实验室的速度，是转台接触点的速

度与球相对于转台速度的矢量和：

v = Ωẑ × R + vb (2)

v = Ωẑ × R̂ + ω × ẑr (3)

A.2 [0.2分]

球受到转盘摩擦力 F，摩擦力产生的力矩为 τ，
根据牛顿第二定律和转动定理，

F = mv̇ (4)

τ = (-rẑ ) × F = I
dω
dt

(5)

方程(3)两边对时间求导：

v̇ = Ωẑ × v +
dω
dt

× ( rẑ ) (6)

联立式(4)-(6)，得：

v̇ = Ωẑ × v - mr2

I
( ẑ × v̇) × ẑ (7)

由于 v、v̇、ẑ三个矢量正交，

v̇ = Ωẑ × v - mr2

I
v̇ (8)

v̇ =
Ω

1 + mr2 /I
ẑ × v (9)

A.3 [0.2分]

已知加速度和初速度，可以通过积分求速度。

根据圆周运动 a = ω × v，由式(9)可知，球心的运动

轨迹是圆，其中心对应的角速度为
Ω

1 + mr2 /I
。

式(9)两边对时间积分得：

v - v0 =
Ω

1 + mr2 /I
ẑ × ( R - R0 ) (10)

v =
Ω

1 + mr2 /I
ẑ × ( R - R0 ) + v0 (11)

A.4 [0.5分]

根据圆周运动 v = ω × r，我们可以把式(11)化

简为：

v =
Ω

1 + mr2 /I
ẑ × ( R - R0 - 1 + mr2 /I

Ω
ẑ × v0 )

(12)

67



现代物理知识

第 37 卷(2025 年) | 第 3 期

由A.3我们知道球做圆周运动的轨道半径为Rt，

球心位矢图 1所示，O点为转盘转轴位置，圆心

位于O1点(相对桌面固定)，

O1位矢Rc = R0 +
1 + mr2 /I

Ω
ẑ × v0 (13)

球运动的圆轨迹半径：

R t = || R0 - Rc =
1 + mr2 /I

Ω
|| ẑ × v =

1 + mr2 /I
Ω

v0

(14)

另解：由式 (9)可知，球心圆周运动的角速度

ω c =
Ω

1 + mr2 /I
ẑ (15)

根据匀速圆周运动 v0 = ω c × Rt (16)

故Rt =
1 + mr2 /I

Ω
v0 (17)

A.5 [0.5分]

若球做完整圆周运动，转盘也做完整圆周运

动，球可回到初始接触点。

因质量分布均匀的球体，其转动惯量为：

I =
2mr2

5
(18)

因此，球心的角速度是：

ωc =
2
7
Ω (19)

球做一次完整圆周运动的时间为：

t =
14π
Ω

(20)

此时转盘恰好完成 7次完整圆周运动，球恰好

返回转盘上的初始点。

在一些特殊情况下，时间更短。若Rt= R0，在转

盘形成一圈之前起点与球交叉。球圆周运动的弦

长和转盘接触点圆周运动弦长相等：

2R0sin ( )ωct
2

= 2Rtsin ( )2π - Ωt
2

(21)

因此：

t =
2π

ωc + Ω
=

14π
9Ω

(22)

A 部分先根据球做纯滚运动求出速度，然后速

度对时间求导得到加速度，在求导过程中应注意对

所有变量都要求导。再利用初始条件，加速度对时

间积分，便可求得速度随位置变化的关系。从 A.2

可知球运动的轨迹是一个圆，利用 v = ω × r，画矢

量图可得出轨迹半径 Rt。A.5 中球回到转盘的初始

位置，球做圆周运动角速度小于转盘角速度，求出

球和转盘圆周运动周期的最小公倍数，即球回到初

始位置的最小时间。题目已给出当 Rt=R0时，转盘

和球做相向运动，经历更短时间回到出发点。

B部分：自由旋转转盘上滚动的球

[4.0分]

转盘自由旋转的过程中，垂直轴没有摩擦，系

统角动量是守恒的，只有球与转盘间的摩擦力使球

和转盘的运动状态发生变化。

B.1 [0.2分]

球只受转盘的摩擦力，对球进行分析，根据角

动量定理：

r × F = Iω̇即 r × m
dv̇
dt

= I
dω
dt

(23)

两边积分后，再乘以 ẑ，得到：

mr
I

(v - v0 ) = ω × ẑ - ω 0 × ẑ (24)

因球做无滑滚动，v = Ωẑ × R + ω × ẑr (25)

根据初始条件：v0 = Ω0 ẑ × R0 + ω 0 × ẑr (26)

代入式(24)可得：

v =
I

I + mr2
ẑ × (ΩR - Ω0 R0）+ v0 (27)

求导得加速度:

图1
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v̇ =
I

I + mr2
ẑ × ( Ω̇ ( t ) R + Ωv） (28)

B.2 [0.6分]

对转盘进行研究，转盘受球的摩擦力，根据角

动量定理：

IdΩ̇ẑ = -R × mv̇ (29)

代入式(28)：

IdΩ̇ẑ = -mR × ( )I
I + mr2

ẑ × ( Ω̇R + Ωv) (30)

两边点乘 ẑ以消去 ẑ：

IdΩ̇ = - mI
I + mr2

( Ω̇R2 + Ω (v ⋅ R) ) (31)

根据方程(27)得：

v ⋅ R = (v0 +
I

I + mr2
ẑ × (ΩR - Ω0 R0 ) ) ⋅ R =

(v0 - I
I + mr2

Ω0 ẑ × R0 ) ⋅ R
(32)

与式(31)联立求解，得

( Id +
mI

I + mr2
R2 )Ω̇ = - mI

I + mr2
Ω

(v0 - I
I + mr2

Ω0 ẑ × R0 ) ⋅ R
(33)

我们可以把该方程改写成一个更简单的形式：

Ω̇ = -
αΩ
r2
⋅ ( R ⋅ c)

δ + αR2 /r2
(34)

其中α ≡ I
I + mr2

(35)

δ ≡ Id

mr2
(36)

c ≡ v0 - αΩ0 ẑ × R0 (37)

B.3[0.6分]

可以根据转盘的角加速度求转盘的角速度，而

转盘的角速度 Ω是关于 R 的函数，我们要消去

v，c，都用R表示。依题意，球的速度可以写成：

v = αΩẑ × R + c (38)

又因为：

v ⋅ R =
1
2

d ( R ⋅ R)
dt

=
1
2

Ṙ2 = R ⋅ c (39)

将其代入式(34)，得到：

1
Ω

dΩ
dt

= - 1
2

1
δ + αR2 /r2

d (αR2 /r2 )
dt

(40)

积分得：

ln ( )Ω
Ω0

2

= ln ( )δ + αR2
0 /r2

δ + αR2 /r2
(41)

Ω2 = Ω2
0

δ + αR2
0 /r2

δ + αR2 /r2
(42)

B.4[0.1分]

根据式(42)，当 R=0 时，即当球穿过转盘中心

时，Ω取最大值：

Ωmax = Ω0 1 +
αR2

0

δr2
(43)

B.5[2.5分]

现在我们来确定球的运动轨迹。沿 ẑ方向，球

和盘总角动量守恒，可写为：

Mz ẑ = IdΩẑ + mR × v + Iωz ẑ (44)

由于作用于球的摩擦力没有 ẑ 方向扭矩，ωz是

恒定的。定义以下的保守量：

Lẑ = IdΩẑ + mR × v = IdΩ0 ẑ + mR0 × v0 (45)

根据式(38)，把 v代入：

R × v = R × (αΩẑ × R + c) (46)

R × v = αΩR2 ẑ + R × c (47)

代入式(45)，得到：

Lẑ = IdΩẑ + αΩmR2 ẑ + mR × c (48)

两边点乘 ẑ化简得：Ω =
L - mẑ ⋅ ( R × c)

Id + αmR2
(49)

因为沿 c的方向为 x轴，沿 ẑ × c的方向为 y轴，

因为R = xx̂ + yŷ，代入可知：

Ω =
L/mr2 + cy/r2

δ + αR2 /r2
(50)

结合等式(42)，可以得到：

Ω2
0

δ + αR2
0 /r2

δ + αR2 /r2
= ( )L/mr2 + cy/r2

δ + αR2 /r2

2

(51)
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Ω2
0 (δ + αR2

0 /r2 ) (δ + αR2 /r2 ) = ( L/mr2 + cy/r2 )2

(52)

为了简洁起见，可设：

k ≡ Ω2
0 (δr2 + αR2

0 ) (53)

λ ≡ L/m (54)

在笛卡尔坐标 R = xx̂ + yŷ 中展开，式(52)可化

简为：

kα (δr2 + α ( x2 + y2 ) ) - ( λ2 + 2λcy + c2 y2 ) = 0

(55)

kα2 x2 + ( kα2 - c2 ) y2 - 2λcy = λ2 - kαδr2 (56)

球的运动轨迹为圆锥曲线，由于 kα2>0，其轨迹

由 kα2-c2的符号决定：

若 kα2 > c2      (57) 球的运动轨迹为椭圆

若 kα2 = c2      (58)  球的运动轨迹为抛物线

若 kα2 < c2      (59)   球的运动轨迹为双曲线

B 部分对球列出动力学方程和转动方程，可以

较快得到球的速度和加速度。对转盘列转动方程

可以得出转盘的角加速度，根据题目所设的字母化

简能更好地解出角速度，在 B.3的化简过程中，会用

到比较多的矢量运算。在 B.5 中，把 R矢量按笛卡

尔坐标 R = xx̂ + yŷ展开，从而得到球的运动轨迹圆

锥曲线。

C 部分：磁场中转盘上滚动的球

[4.5分]

C.1 [0.5分]

根据题意，球被填满到其半径的一半，转动惯

量变为：

I =
mr2

10
(60)

球在运动过程中，受到摩擦阻力和洛伦兹力，

在 ẑ方向匀强磁场B中，球表面均匀带电，面密度为

ρ =
Q

4πr2
，球运动的动力学方程如下：

mv̇ = Ff + Qv × B (61)

Iω̇ = -rẑ × Ff + τs (62)

其中，带电球体旋转所产生的磁力矩为 τs =

Qr2

3
ω × B，Ff为摩擦力。

磁力矩 τs的计算方法如下：

磁力矩：

τ = μ × B (63)

球面均匀分布电荷 Q，取一圆环面，该圆环面

的磁矩为

dμ = dI ⋅ S =
dQ

2π/ω ⋅ S (64)

圆环面带电：dQ =
Q

4πR2
⋅ 2πR2 ⋅ sinθ ⋅ dθ (65)

面积S = π ( R ⋅ sinθ )2，所以球的磁矩为

μ = ∫
0

μ

dμ = 2 ∫
0

π
2

Q
4πR2

2πR2sinθ ⋅ ω
2π
⋅ π ( Rsinθ )2dθ

(66)

计算得到：

μ =
1
3

QR2ω (67)

球的磁力矩：

τ = μ × B =
1
3

QR2ω × B (68)

C.2 [0.5分]

要求加速度表达式，我们结合动力学方程，消

去角速度和角加速度，即可得出。

小球做无滑滚动，我们知道：

v = Ωẑ × R + ω × ẑr (69)

两边求导：

v̇ = Ωẑ × v + ω̇ × ẑr (70)

两边叉乘 ẑ：

ω̇r = Ωv - v̇ × ẑ (71)

联立式(61)、(62)、(70)、(71)，可以得到：

Iω̇ = -rẑ ( mv̇ - Qv × B ) +
Qr2

3
ω × B (72)

I (Ωv + ẑ × v̇) = -r2 ẑ × (mv̇ - Qv × B ) +

Qr2 B
3

(v - Ωẑ × R)
(73)

( I + mr2 )v̇ = ( )4Qr2 B
3

- IΩ v × ẑ - Qr2 B
3

ΩR
(74)
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依题意，式(74)可以写成：

d 2 R
dt 2

- γ dR
dt

× ẑ + βR = 0 (75)

其中：

β ≡ Qr2 B
3( I + mr2 )

(76)

γ ≡ 4Qr2 B - 3IΩ
3( I + mr2 )

=
4β
Ω
- αΩ (77)

C.3[1.0分]

为简化问题，取R=1 m，Ω = 1s-1，这样就可以处

理无单位的量。根据R = xx̂ + yŷ，把式(75)展开，有

以下无单量纲方程：

ẍ - γẏ + βx = 0 (78)

ÿ + γẋ + βy = 0 (79)

根据题目要求，代入以下坐标变换

x ( t ) = ρ ( t )cos (η ( t ) ) (80)

y ( t ) = ρ ( t )sin (η ( t ) ) (81)

依题意，sinη、cosη、ρ̇、η的系数均为0

即：ρ̈ + ( β - γη̇ - η̇2 ) ρ = 0 (82)

ρ̇ (γ + 2η̇ ) = 0 (83)

容易看出这相当于 ẋ和 ẏ项消失。由此发现：

η = - γ
2

t + ϕ (84)

β′ ≡ β - γη̇ - η̇2 = β +
γ2

4
(85)

显然，对于 ρ̈ + β′ρ = 0，ρ(t)有三种不同的行为：

当β ' > 0时      (86)  谐振荡

当β ' < 0时      (87)  指数衰减

β ' = 0              (88)  线性增长

C.4 [0.9分]

当β′ = 0，即β = - γ2

4
(89)

因此，ρ̈ = 0，可知 ρ=A+Dt，其中 A 和 D 是要确

定的常数。

由初始条件

x (0 ) = 1,y = 0,

vx (0 ) = ẋ | t = 0 = 1, vy (0 ) = ẏ | t = 0 = -1,
(90)

得到：

A = 1，D = 1，γ = 2，β = -1 (91)

则坐标的解是：

x ( t ) = (1 + t )cos ( t )

y ( t ) = -(1 + t )sin ( t )
(92)

由此，可以计算出R的长度：

R2 = x ( t )2 + y ( t )2 = (1 + t )2 (93)

使用β和 γ的定义，可得：

Ω = -11 ± 77 (94)

由于Ω < 0和B > 0的两个解决方案(B是在 ẑ方

向上的)，从β < 0中我们可以看到Q < 0。

C.5 [1.6分]

由式(92)可知，ω=1 s-1，故每转一圈，经历时间 t

=2π， || R 变化 ΔR，每旋转一周时，R 的变化 ΔR=Δt=

2π。旋转N(N≫1)周后，R2=(1+t)2。

由式(75)可知：

v̇ - γv × ẑ = -βR (95)

两边点乘 v可得：

v ⋅ dv
dt

= -βv ⋅ R (96)

v ⋅ dv = -βR ⋅ vdt (97)

积分并近似得：

v2 - v2
0 = -β ( R2 - R2

0 ) ≈ t2 (98)

球运动的平动动能的总变化和每次旋转的变

化分别为：

v ⋅ v̇ = βR̇ ⋅ R (99)

ΔK =
v2 - v2

0

2
= ( )R2 - R2

0

2
=

t2

2
(100)

ΔKN =
v2

N + 1 - v2
N

2
= Δ( )R2

2
= tΔt = 4π 2 N (101)

接下来我们计算转动动能，由式(69)得到：

ω2 = v2 + Ω2 R2 + 2Ωv ⋅ ( ẑ × R̂ ) (102)

根据初始条件 v0 ⋅ ( ẑ × R0 ) = -v0 R0，N 圈后，v
和R满足 v ⋅ ( ẑ × R) = -vR。由于Ω<0，所以Ω写成

||Ω 。球的转动动能及其变化是：
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Ks =
Iω2

2
=

I (v2 + Ω2 R2 + 2 ||Ω vR )
2

(103)

ΔKs =
I ( (v2 - v2

0 + Ω2 ( R2 - R2
0 ) + 2 ||Ω (vR - v0 R0 )

2

(104)

球的总动能和动能变化：

ΔE =
I (ω2 - ω2

0 )
2

+ ΔK ≅
I (v2 + Ω2 R2 + 2 ||Ω vR )

2
+

t2

2

(105)

ΔE =
t2

2 ( )(1 + ||Ω
2

11
+ 1 (106)

ΔEN =
I (ω2

N - ω2
N - 1 )

2
+ ΔKN (107)

ΔEN = 4πN ( )(1 + ||Ω
2

11
+ 1 (108)

||Ω = |
|

|
|11 ± 77 (109)

球心运动轨迹的草图如图2所示。

C 部分的难度比较大，C.1 对球列动力学方程

和转动方程，C.2 得出线性加速度方程后，把 R矢量

按笛卡尔坐标 R = xx̂ + yŷ展开代入，并按题目要求

把 x、y 写为参数方程形式。C.4 代入初始条件得出

转盘角速度Ω，C.5 中求动能的变化分为两平动动

能和转动动能。

本题围绕转台上滚动的球展开了全面而深入

的研究，通过对不同条件下球的运动和轨迹的分

析，让学生充分理解物理原理在实际问题中的应

用。题目综合性强，涵盖了经典力学中的运动学、

动力学、转动以及电磁学中的洛伦兹力等多个知识

点，有效考查了学生对多学科知识的综合运用能

力。题目设置从简单到复杂，层层递进，符合学生

的认知规律，有助于逐步引导学生深入思考，培养

逻辑思维能力。问题设计具有启发性，每一问都紧

密相连，前一问的结果往往是后一问的基础，促使

学生形成系统的解题思路。

部分问题计算过程较为繁琐，涉及大量矢量运

算和积分运算，对学生的数学基础要求较高，可能

会使一些学生在计算过程中花费过多时间，影响对

物理原理的深入理解。题目条件较多，在不同部分

切换时，学生需要快速整合信息，这对学生的信息

处理能力提出了较高挑战，容易造成学生思维混

乱。本题解答过程主要是矢量运算，三个部分都在

地面系解运动学问题，没有变换参考系，不会涉及

牵连加速度和虚拟力的问题，题目的难点在于求导

和矢量运算的反复使用。本题也为进一步研究物

体在复杂环境下的运动提供了范例，引导学生在今

后的学习中注重知识的综合运用和思维能力的培

养，提高解决实际问题的能力。

图2
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