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本题中涉及的相关数学知识：
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引言

本题拟研究导电薄膜附近小磁偶极子(magnetic

dipole)的运动。在本题中，偶极子(dipole)和单极子

(monopole)分别指的是磁偶极子和磁单极子。

由具有均匀磁化强度 M (每单位体积的磁偶极

矩)和均匀质量密度 ρ0 的球形永磁体组成的偶极子

在其半径 R 较小时可被视为点状(point-like)物体。

这种偶极子模型非常适合描述偶极子在其球体之

外的任何地方产生的磁场。当场源与偶极子的距

离远大于R时，该模型也可以很好地近似描述外加

磁场作用在偶极子上的力。

点状偶极子可以被认为是一对分别携带负磁

电荷-qm和正磁电荷qm的单极子。该极子对的间距

非常小，它具有有限的磁偶极矩 m = qmδm 。这里 δm

是从南单极子(-qm)到北单极子(+qm)的位移矢量。

点状偶极子的位置选择为北单极子的位置。

假设来自单极子 qm的磁场 Bmp 具有库仑形式，

由下式给出：

Bmp =
μ0qm

4πr2 r̂, (1)

其中 r是从qm到观测点(或场点)的位移矢量，r̂

是单位矢量 r̂ = r ∕ r ，μ0是真空磁导率。外加磁场 B′
施加在qm上的力由 F= qm B′给出。因此，通过方程

(1) 中描述的单极场的概念，来自点状偶极子的磁

场 B 可从标量势 Φ 推导出来，由公式 B= -∇Φ 给

出。标量势Φ也称为磁势。

导电薄膜在 z方向上具有均匀厚度d(图1)。它

在 x和 y方向上水平延伸至无穷远，其上表面与点

状单极子或偶极子的距离为h。我们只考虑ℎ≫d的

情况，可以认为薄膜中感应电流密度与 z无关，并假

设位移电流效应忽略不计。

问题分为三个部分。在 A 部分中，系统由单

极子和薄膜组成，而在B和C部分中，系统由移动

偶极子和薄膜组成。选择 z = 0 的平面与薄膜的上

表面重合。矢量 ρ= xx̂ + yŷ = ρρ̂表示平面内的位移

矢量。

图1 单极子qm出现在距离厚度为d的导电薄膜的距离h处

(坐标的原点位于上表面)
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A部分：磁单极子的突然出现：薄

膜中的初始响应和随后的时间演化

(3.0 分)

首先关注导电薄膜的初始响应，当时间 t=0时，

北单极子 qm 突然出现在 rmp = hẑ( )h > 0 的位置，如

图1所示。单极子在之后的所有时间内(t>0)都保持

静止。

我们关注的是区域 z≥0和 z≤-d中的初始总磁

场 B(ρ,z) ，以及薄膜中的感应电流密度。总磁场

B= Bmp + B′，其中磁场 Bmp 和 B′分别是由于薄膜中

的单极子和感应电流产生的。初始磁场 B(ρ,z) 是

指在 t0 时的磁场，h/c≤ t0 ≪ τc ，这里 τc 是表征薄膜

随后响应的时间常数，c是真空中的光速。在本题

中，取极限 h/c→0 ，因此取 t0 = 0 。

通过引入镜像单极子(image monopole)有助于

计算初始总磁场 B(ρ,z) ( t0 = 0 )。对于区域 z≥0 中

的 B(ρ,z) ，镜像单极子具有磁荷 qm 并且位于

z = -h 。另一方面，对于区域 z≤-d中的 B(ρ,z) ，镜

像单极子具有磁荷-qm并且位于 z=h。

初始响应

A.1 当 t0=0 时，求 z≥0 区域的初始总磁场

B(ρ,z) 。(0.4分)

A.2 当 t0=0 时，求 z≥-d 区域的初始总磁场

B(ρ,z) 。(0.2分)

A.3 在 z=0和 z=-d处，求通过表面的初始磁通

量ΦB 。(0.4分)

A.4 当 t0=0 时，求导电薄膜中的初始感应电流

密度 J(ρ) 。(0.6分)

对于 t>0，通过与薄膜中感应电流产生的磁场

B′(ρ,z ; t) 叠 加 ，总 磁 场 B 可 表 示 为 B(ρ,z ; t) =

Bmp(ρ,z) + B'(ρ,z ; t) 。需要在下面求解 B′z(ρ,z ; t) 在

薄膜表面附近 z=0处的方程。 B′z 的时间演化行为

将揭示一个运动镜像单极子的图像，用于描述 t>0

时，在 z≈0附近的 B' 。薄膜内的 B' z 方程如下所示:

∂2 B' z(ρ,z ; t)
∂z2 = μ0σ

∂B' z(ρ,z ; t)
∂t

(2)

该方程是通过将麦克斯韦方程和导电薄膜的

欧姆定律( J= σE，其中 σ 是电导率)强加于薄膜内

部，同时忽略位移电流效应而获得的。由于 h≫d，

忽略方程(2)左侧 1
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随后的响应

A.5 通过方程式(2)，求 B′z(ρ,z ; t) 在 z ≈ 0 附近

的方程。该方程包含 B′z(ρ,z ; t) 相对于 z的一阶偏

导数，以及相对于 t的偏导数。(0.6分)

A.6 当 t > 0 时，在 z ≈ 0 附近，求解 B′z(ρ,z ; t) 的

一般形式。(0.6分)

A.7 证明在A.6中的解答揭示了运动镜像-单极

子具有向下移动速度的磁场 B′z(ρ,z ≈ 0; t) 。根据题

给已知参量，求出镜像-单极子的速度v0。(0.6分)

B 部分：作用在以恒定速度 v和恒

定高度h移动的点状偶极子上的磁力

(4.0 分)

在A.7中，z ≈ 0 附近的 B′z 的运动镜像-单极子

概念，假设对于 z≥ 0 区域的 B′也适用。只要时间

演化在导电薄膜响应中足够慢，上述假定就会符合

得很好。

单极子qm(图2)以恒定速度 vx̂ ，v << c ，在恒定

高度 z = h 移动，运动到当前时刻( t = 0 )。它的当前

坐标 (x,y)为 (0,0) 。我们的重点是由该移动单极子

沿其轨迹产生的所有镜像单极子所产生的磁势Φ+ 。

图2 单极子qm从距导电薄膜恒定高度h处以恒定

速度 v移动(图中所示为 t=0时刻)
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通过将qm的轨迹拆分为离散的时间段(一个非

常小的时间段τ)，并将 qm的运动替换为每个时间段

的开始时刻的“跳跃”。一个跳跃由同时移除和产

生单极子来表征。产生的单极子的位置与该时间

段开始时刻其轨迹上的一个点重合。因此，被移除

的单极子的位置与其在前一时间段的开始时刻的

轨迹位置重合。这是通过同时突然出现两个磁单

极子来实现的：qm和-qm的位置，分别对应于本时间

段和前一个时间段的开始时刻。这两个位置之间

的距离 Δx = vτ 。这种时间段方法有助于确定在所

有时间段中生成的所有镜像磁单极子及其位置。

移动的单极子

B.1 写下 qm和-qm类型的所有镜像单极子的当

前(t=0)位置。时段步长的起始时刻在 t = -nτ ，其中

n≥ 0 。(0.8分)

B.2 从 B.1 中的所有镜像单极子中，给出 t = 0

时的磁势Φ+(x,z) 的求和形式，并计算得到Φ+(x,z)

的表达式。(0.7分)

现在考虑一个如图 3 所示的点状移动磁偶极

子。偶极子具有偶极矩 m = mẑ ，以恒定速度 vx̂ 和

恒定高度( z = h )向上运动到当前时刻( t = 0 )，其当

前坐标位于 (0，0) 。如引言部分所述，点状偶极子

可以由两个微位移的单极子表示。磁偶极子的位

置选择为北单极子的位置，并假设 m 保持固定。

移动偶极子

B.3 求出 t=0时，导电薄膜作用于点状磁偶极子

的力

F 。(1.5分)

v0 和 v 之间的关系

对于下面这部分的数值评估，考虑由铜制成的

导 电 薄 膜 ，其 中 σ= 5.9 × 107Ω-1m-1，d = 0.50 cm,

h = 5.0 cm 。

B.4根据A.7计算镜像-偶极子(image dipole)的

速度 v0 (0.3分)

众所周知，穿透深度 δ (趋肤深度)，即电磁波可

以穿透到导电板的距离，取决于波的角频率 ω。其

满足: δ = 2
ωμ0σ

(3)

对于下面的考虑，取 ω = vL /h ，其中 vL 等于 v0

和v两者之间的较大速度。

B.5在 v较小和较大两种状态下，求 v0(v)对 v依

赖关系。(0.4分)

B.6 求 B.5 中两种状态相遇的临界速度 v=vC。

(0.3分)

C部分：导电薄膜为超导时磁偶极

子的运动(3.0分)

以上考虑可以应用于 I型超导体的情况，通过

考虑电导率σ→∞，磁场始终完全与超导体排斥(迈

斯纳效应)。

考虑一个点状磁偶极子，其水平磁偶极矩为

m = mx̂ ，质量为 M0 ，位于 ( )x,y,z = ( )0,0,h 。关注磁

偶极子在重力场作用下的垂直运动，重力加速度

g= -gẑ 。假设忽略给定偶极子方向与其质心运动

之间的弱耦合。因此，在下面的考虑中，我们可以

固定磁偶极矩。此外，假设一个超高真空环境，因

此不需要考虑残余空气对运动的阻尼。

C.1 求出偶极子与超导薄膜的平衡距离 h0。

(1.2分)

C.2求出平衡点附近振荡的偶极子角频率 Ω 。

(0.8分)

球形永磁体的物理参数如下：半径 R = 1.0 μm ，

质量密度 ρ0 = 7400 kg/m3 ，g = 9.8 m/s2 ，μ0 = 4π ×

10-7TA-1m ，以及磁化强度 ||M = 7.5 × 10-2 T/μ0 。

图3 具有向上磁偶极矩 m的偶极子从距导电薄膜恒定高度h处

以恒定的速度 v移动(图示是它在 t=0时的坐标)
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C.3计算h0的值。(0.7分)

C.4计算 Ω的值。(0.3分)

背景知识：

磁偶极子：两个数量相等但符号相反的磁量

系统。

磁单极子：指单独具有磁北极(正磁荷)或单独

具有磁南极(负磁荷)的磁体。

趋肤深度：由于电磁波在良导体中的衰减速度

很快,导致电磁波几乎只能存在于导体表面，这一现

象称为趋肤效应。趋肤深度等于透射波场量的振

幅衰减到表面值的1/e=0.368所经过的距离。

超导：超导指的是一些材料在特定条件(例如

低温环境)下表现出来非常特殊的超级导电性，超

导状态下传输电流时不受任何阻力，没有热量产

生，也没有能量的浪费。

永磁体：永磁体是指一类具有一旦被磁化，其

磁化特性难以失去的磁体。

* * * * * * * *

欢迎读者朋友参与“物理奥赛”系列专题的有

奖竞答活动，并在答案公布前将您的解答发送至

aosai@ihep.ac.cn 邮箱。对于参与并答对每期题目

的前20名读者，编辑部将赠阅1年《现代物理知识》

杂志。

生物塑料将有助扭转气候危机

使用生物基原料的循环生物经济，可大幅减少全

球塑料行业对环境的影响。如果将高温气体排放

价格和循环战略，与生物基有原材料、无排放电力和

高质量回收相结合，可能使塑料行业成为碳汇。荷兰

乌得勒支大学(Utrecht University)、荷兰环境评估机

构 (Netherlands Environmental Assessment Agency，

PBL)、荷兰可持续能源协会 (Netherlands Association

for Sustainable Energy，NVDE)和荷兰应用科学研究

组 织 (Netherlands Organisation for Applied Scientific

Research，TNO)的研究人员，最近在《自然》(Nature)期

刊上发表了这一结论。碳汇是指，通过植树造林、植

被恢复等措施，吸收大气中的二氧化碳,从而减少温室

气体在大气中浓度的过程、活动或机制。

按照现有政策，到2100年，全球塑料产量将增加2

倍，该行业的温室气体排放量几乎占据所有温室气体

排放量的 5%。然而，塑料在生物碳储存方面的作用

并未得到充分利用。到2050年，目前用于发电的生物

质中有13%可以用作塑料原料。使用长寿命的塑料，

如建筑材料，是地球上最大的塑料库存。如果从现在

到 2100年，生产的所有塑料都是生物基的，寿命为几

十年，甚至几百年，那么理论上，我们可以捕获相当于

目前每年与能源相关的温室气体排放量的9倍。

传统的机械回收手段将塑料颗粒进行再加工，不

但降低了再生塑料的质量，而且可能残留染物，因此

不适于食品包装等用途。而利用化学回收，可以去除

污染物，并为再生塑料提供高质量原料。

(高凌云编译自2023年4月30日SciTechDaily网站)
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