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晶体学实验
——2020年国际物理

奥林匹克竞赛实验试题解答
惠王伟 宋 峰

(南开大学物理科学学院 300071)

2020年国际物理奥林匹克竞赛实验试题为“晶

体学”，试题分为四个部分，A部分主要研究一维晶

体衍射的最基本规律，B部分研究二维晶体的相关

参数，C部分研究晶体中的晶胞对称性，D部分研究

相位问题。本文在大赛提供的参考答案基础上对

本题进行了重新解答。

A部分：从狭缝到晶体(5.0分)

A.1(0.3分)

题目中提供了散射矢量q表达式

q = 2ki sin( )θ
2 (A1)

式中，波矢为 ki ( |
|

|
|k


i = 2π/λ )λ为波长，θ为衍射

角，可认为其远小于1(题给条件)，

则 q ≈ kiθ = 2π
λ
θ (A2)

所以 q≪ ki

题目中也给出了光强 I取决于光衍射角θ的公

式[原文中为公式(4)，本文中重新编号为(A3)]
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式中，I0是 θ = 0 时的光强，N是光栅狭缝数。

在θ很小时，

I ( )θ ≈
I0
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将(A2)代入(A4),可得 I ( )θ 表达式为：

I =
I0
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A.2(0.2分)

对于光栅常量为a的衍射光栅，光栅衍射方程为

a sin θ = hλ, h ∈ Z (A6)

小角度近似，有 aθ = hλ (A7)

将(A7)代入(A2)，可以得到第 h 个衍射极大的

散射矢量表达式为：

q = 2π
a

h, (A8)

A.3(0.2分)

利用式(A8)，可以推出：

q = q1h, h ∈ Z (A9)

q1a = 2π (A10)

q1是1级衍射极大的散射矢量。

A.4(1.0分)

利用题目中提供的实验器材，搭建实验装置，

利用激光器照射样品，分析观察屏上的衍射光斑。

由于衍射角θ可认为其远小于1(题给条件)，利用A9

和A10可以得到：

q1 = 2π
λ

SN

NL
(A11)

其中 SN为 0 级衍射极大到 N 级衍射极大的距

离，L 为样品 DG 到观察屏的距离。利用公式 A10
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和A11，通过测量SN和L可以得到：

DG1: q1 = 320 ± 32mm-1，a = 20 ± 2μm

DG2: q1 = 130 ± 13mm-1，a = 50 ± 5μm

DG3: q1 = 79 ± 8mm-1，a = 80 ± 8μm

DG4: q1 = 79 ± 8mm-1，a = 80 ± 8μm

DG5: q1 = 79 ± 8mm-1，a = 80 ± 8μm

A.5(1.5分)

利用A.1得到的公式A5可以推出：

I ( )h = I0

é

ë
êê

ù

û
úú

sin( )πbh/a
πbh/a

2

(A12)

I的极大值取决于h，通过测量两个不同的衍射

极大值(如第1级和第2级)可以得到：

πb
a

= arcsin
æ

è
çç

ö

ø
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1
2

I(1)
I(2)

sin (2πb/a) (A13)

其中 I(1)和 I(2)为第1级和第2级衍射极大的光

强，通过实验测得，将其测量值带入A13，可以求出

a/b,结果如下：

DG1: a/b = 2

DG2: a/b = 4

DG3: a/b ∈[7,10]

DG4: a/b ∈ [3.2,4.8]

DG5: a/b ∈ [1.5,2.5]

A.6(0.7分)

题目中提供了结构因子的表达式：

F ( )q ~∫ ρ( )x exp (iqx)dx (A14)

通过题目中给出的图 1 可以 直接得到ρ( )x 的

表达式：

ρ( )x =
ì
í
î

1，x ∈ [0，)b

0，x ∈ [b，)a
(A15)

将 ρ( )x 代入结构因子的表达式中可以得到：

FA( )h = 2∙
sin( )πh/p
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(A16)

式 中 p = a/b ，强 度 为 0 的 极 大 h 满 足 ：

h = ±pm，m ∈N

A.7(0.7分)

采用A.6同样的方法可以得到图1中晶胞B的

ρ( )x 的表达式:

ρ( )x =
ì
í
î

0，x ∈ [0，)b

1，x ∈ [b，)a
(A17)

同样可以得到晶胞B的结构因子 FB( )h ：

FB( )h = 2∙
sin( )πh

q1h

∙eiπh - 2∙
sin( )πh/p
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(A18)

强度为0的极大h满足：h = ±pm，m ∈N

A.8(0.4分)

用同样的光照射图 1中的两个光栅，利用公式

A16和A18可以得到光强之比为：

IA,h = 0

IB,h = 0

= æ
è

ö
ø

b
a - b

2

= æ
è
ç

ö
ø
÷

1
p - 1

2

,
IA,h = 1

IB,h = 1

= 1 (A19)

A部分评述

A 部分主要研究的是一维晶体衍射的最基本

规律。本题通过观察衍射光栅的衍射现象，研究一

维晶体的相关参数。题中涉及的实验操作并不复

杂，但有较多的公式推导和计算，且后面题目中经

常要用到前面题目的结果，如果前面题目出现错误

就会导致后面题目推导结果错误。所以在解题过

程中，一定要认真仔细，掌握题目中给出公式、定义

和提醒性信息。

图1 一维晶体的晶胞，黑色区域为不透光的区域
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B部分：二维晶体(5.0分)

B.1(1.0分)

通过分析二维晶体结构(题目中提供图 2)可以

得到 q1 和 q2 的长度为：

||q1 = 2π
a2 sin α

， ||q2 = 2π
a1 sin α

或 ||q1 = 2π
a1 sin α

， ||q2 = 2π
a2 sin α

(B1)

q1和q2的夹角为 β = α

B.2(0.5分)

根据公式A14和A16可知，如果透光区和非透

光区互换，除中心衍射斑点( h = 0，k = 0 )外的衍射

结构因子的模相等，所以可以推出二维晶体A结构

因子为：

F ( )h，k = ∫0b∫0b

e
iqx x

e
iqy y

dxdy

= a2

π2 ∙
|
|
||

|
|
||
sin (πhb/a)

h
∙
sin (πkb/a)

k
∙e

iπb(h + k)/a
(B2)

||F ( )h，k = a2

π2 ∙

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

|
|||
| sinæ

è
ö
ø

πhb
a

h
∙
sinæ

è
ö
ø

πkb
a

k
,h ≠ 0,k ≠ 0 (B3)

晶体D的结构因子可以通过晶体A变换得来，将

晶体A的结构因子表达式乘以 [ ]1 + e
iπ( )h + k

就可得到。

B.3(0.6分)

题目要求分析样品衍射图，通过实验确定样品

的晶格周期，这需要利用与A.4相同实验光路，观察

样品衍射图，可以观察到类似图4的衍射图样，通过

测量衍射图中斑点距离可以求出衍射矢量和晶体

周期，求得样品的晶体周期为：

aUC1 = 30μm

aUC2 = 20μm

aUC3 = 20μm

aUC4 = 30μm

B.4(0.4分)

通过观察样品的衍射图样，通过观察衍射斑点

的缺失、斑点强度及B.3中求得的晶体周期，可以判

断出UC1-UC4对应的晶体结构为：

UC1-B

UC2-A

UC3-D

UC4-C

B.5(0.8分)

要想确定不透光区域的边长 b，可以采用 A.5

类似的方法，利用样品UC1的实验结果，可以得到：

b = 10μm。

B.6(1.2分)

题目要求通过实验确定每个样品的参数 a1,a2

和角α(图 2)，首先搭建实验装置，观察样品 UC5、

UC6、UC7的衍射图样。可以看到UC5衍射图样是

矩形排布，UC6 和 UC7 为平行四边形排布，如图 3

所示。测量并计算可以得到每个样品的参数 a1,a2

和角α为：

UC5: a1 = 20μm , a2 = 40μm , α = 90°

UC6: a1 = 36.1μm , a2 = 22.4μm , α = 63°

图2 以 a1和 a2 作为格矢的二维晶体，

这些点表示晶体中原子的位置

图3 样品UC6、UC7衍射图样
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UC7: a1 = 40μm , a2 = 36μm , α = 56°

B部分评述

B部分主要研究的是二维晶体的相关参数。实

验采用与 A.4 相同的实验方案，观察不同样品的衍

射图样。通过分析衍射图样，测量二维衍射斑点的

距离等参数，可以确定多种未知样品的晶体参数，

以及与题目给出的晶胞的对应关系。

C部分：晶体的对称性(5.0分)

C.1(0.3分)

根据题目中给出的旋转对称性的定义和二维

晶体衍射图样(题目已给出，图4)，可以较容易地判

断出旋转中心：h = 0，k = 0 。旋转对称阶 m=1,2,

4。所有对称轴在图4中都已经标注出。

C.2(0.2分)

题目要求写出图4中绘制的每个镜像对称轴的

直线方程，对称轴是一条直线，它可以表示为直线

方程：c1∙qx + c2∙qy = d ，图4中镜像对称轴的方程为：

1：qy = 0 (C1)

2：qy = qx (C2)

3：qx = 0 (C3)

4：qy = -qx (C4)

C.3(0.4分)

通过分析衍射图样(图4)可得，每个旋转对称强

度 I(qx,qy) 满足的方程：

C1: I ( )qx,qy = I(qx,qy) (C5)

C2: I ( )qx,qy = I(-qx,-qy) (C6)

C4: I(qx,qy) = I(-qy,qx) (C7)

每个镜像对称强度 I(qx,qy) 满足的方程：

qy = 0: I ( )qx,qy = I(qx,-qy) (C8)

qx = 0: I ( )qx,qy = I(-qx,qy) (C9)

qy = qx: I ( )qx,qy = I(qx,qy) (C10)

qx = -qy: I ( )qx,qy = I(-qy,-qx) (C11)

C.4(0.2分)

因为 ρ( )x ∈R (题目中给出)，结构因子有如下

关系：

F ( )-h， - k = ∫ ρ( )x，y e
-i( )q1hx + q2ky

dxdy

= æ
è
ç

ö
ø
÷∫ ρ( )x，y e

-i( )q1hx + q2ky

dxdy
*

= F*( )h，k

(C12)

这里的 F* 是 F 的复共轭，由C12可以推出：

I ( )-h， - k = F ( )-h， - k F*( )-h， - k

= F ( )h，k F*( )h，k = I ( )h，k
(C13)

对应的对称性为C2。

C.5(0.4分)

为了用晶体1的结构因子表示其他晶体的结构

因子，可以先假设晶体1的结构因子为：

F ( )qx,qy = ∫-x0

x0 ∫-y0

y0 ρ( )x，y e
i( )qx x + qy y

dxdy (C14)

根据对称性，晶体2通过晶体1对 x = 0 轴做变换

可以得到，ρ2( )x，y = ρ( )-x，y ，晶体2的结构因子为：

f2( )qx,qy = ∫-x0

x0 ∫-y0

y0 ρ2( )x，y e
i( )qx x + qy y

dxdy

= ∫-x0

x0 ∫-y0

y0 ρ( )-x，y e
i( )qx x + qy y

dxdy

= ∫x0

-x0∫-y0

y0 ρ( )x，y e
i( )-qx x + qy y

d( )-x dy

= F ( )-qx,qy

(C15)

图4 对称轴标注图
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晶体 3 通过晶体 1 对 x=y 轴做变换可以得到，

ρ3( )x，y = ρ( )y，x ，晶体3的结构因子为：

f3( )qx,qy = ∫∫ ρ3( )x，y e
i( )qx x + qy y

dxdy

= ∫∫ ρ( )y，x e
i( )qx x + qy y

dxdy

= ∫∫ ρ( )x，y e
i( )qy x + qx y

dxdy = F ( )qy,qx

(C16)

晶体 4通过晶体 1平移可以得到，假设平移矢

量为 ( )x1，y1 ，ρ4( )x'，y' = ρ( )x + x1，y + y1 ，晶体4的

结构因子为：

f4( )qx,qy = ∫∫ ρ4( )x'，y' e
i( )qx x' + qy y'

dx'dy'

= æ
è
ç

ö
ø
÷∫∫ ρ( )x，y e

i( )qx x + qy y

dxdy e
i( )qx x1 + qy y1

= F ( )qx,qy e
i( )qx x1 + qy y1

(C17)

C.6(0.5分)

要分析任意二维晶体的旋转对称性，可以假设

图5中A和B是最近的两个点， ||  
AB = a 。如果该晶

体是 m 阶旋转对称，如果绕 A 旋转 θ = 2π
m

，B 点旋

转到C点，同样的方法可以从A点旋转到D点。因

为所有点是等价的，所以
 
CD = n∙

 
AB, n ∈ Z 。因此：

cos θ = 1 - n
2

(C18)

n， cos θ，θ，m可能的值如表1所示：

所以所有可能的旋转对称有：C1,C2,C3,C4,C6。

C.7(0.9分)

具有晶胞K、L、M、N、P、Q、R、S、T的晶体的对称

性示意图如图6所示，旋转对称性在图中已经标注。

C.8(0.8分)

样品PG1、2、5、8对应于图6晶胞K、L、M、N，要

想确定对应关系，需要通过实验分析其衍射图样。

表 2为观察到的样品 PG1、2、5、8 的衍射图样对称

性，表中“+”表示样品具有相应的对称性。对于样

品PG1，理论上存在对称轴 qx = 0，但实际的衍射图

样可能观察不到。

PG1 因为具有 qy = 0 轴对称性，根据图 6 判断

其对应L，PG2不具有上述对称性，所以对应于M，

PG5具有两条对称轴，所以其对应于N，所有样品与

晶胞的对应关系为：

PG1-L

PG2-M

表1 n， cos θ，θ，m 的取值

n

-1

0

1

2

3

cos θ

1

1/2

0

-1/2

-1

θ

0°

60°

90°

120°

180°

m

1

6

4

3

2

图5 对称旋转示意图

图6 晶胞的对称性示意图

表2 样品PG1、2、5、8的衍射图样对称性

PG

1

2

5

8

qx=0

+/-*

qy=0

+

qx=qy

+

qx=-qy

+

C4

+
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PG5-N

PG8-K

C.9(1.0分)

样品PG3、4、6、7、9对应于图6晶胞P、Q、R、S、

T。要想确定对应关系，需要通过实验分析其衍射

图样。表 3为观察到的样品 PG3、4、6、7、9 的衍射

图样对称性，表中“+”表示样品具有相应的对称性。

PG4和PG6的衍射图样具有C4对称性(如晶胞

R,T)，而其他的都不具有。在这组样品中，对称性

不足以匹配晶胞和衍射图样。我们需要使用加法

定则，并理解晶胞S和T的缺失。

对于S晶胞，将不透光元素进行标记，如图6所

示。元素 1的结构因子用 F ( )h,k 表示，利用C.5的

解题方法可以得到其他元素结构因子的表达式为：

f1( )h,k = F ( )h,k (C19)

f2( )h,k = F ( )-h,-k ei5πh/7 (C20)

f3( )h,k = F ( )-h,k e
-iπ(2h

7
+ h)

(C21)

f4( )h,k = F ( )h,-k e
-iπ(h + k)

(C22)

S晶胞的结构因子为上面之和，对于 h = 0 的衍

射斑点有：

fs( )0,k = ( )1 + cos( )πk ( )F ( )0,k + F ( )0,-k (C23)

对于 h = 0 时，衍射斑点会在 k为奇数时缺失，

同样可以推出 k=0时，衍射斑点会在 h为奇数时缺

失。衍射图样具有这种特性的只有PG6和PG9,因

为PG6对应晶胞R或T，所以PG9对应S。

对晶胞T采用同样的方法，可以得到元素结构

因子的表达式为：

f1 + f5 = F ( )h,k + F ( )k,h e
-iπ(h + k)

(C24)

f2 + f6 = F ( )k,-h + F ( )h,-k e
-iπ(h - k)

(C25)

f3 + f7 = F ( )-h,-k + F ( )-k,-h e
-iπ(-h - k)

(C26)

f4 + f8 = F ( )-k,h + F ( )-h,k e
-iπ(-h + k)

(C27)

对于h=0的衍射斑点有：

fT ( )0,k = ( )1 + cos( )πk (F ( )0,k + F ( )k,0

)+F ( )0,-k + F ( )-k,0
(C28)

对于h=0时，衍射斑点会在 k为奇数时缺失，同

样可以推出 k=0 时，衍射斑点会在 h 为奇数时缺

失。PG6衍射图样具有这样的特性，所以PG6对应

T,所以 PG4对应R。PG3衍射图样具有对称轴，其

对应于P，PG7对应Q。

C.10(0.3分)

要想判断样品UC8是不是晶体，需要通过实验

观察UC8的衍射图样，判断其衍射图样具有的对称

性。通过实验发现UC8具有C5对称，而根据C.6的

结果，晶体所有可能的旋转对称有：C1,C2,C3,C4,C6，

所以UC8不可能是晶体。

C部分评述

C部分主要研究的是晶体中的晶胞对称性。本

题主要研究镜像对称和旋转对称，其中 C.1~C.7 为

衍射图样和晶体结构对称性分析和公式推导，并不

涉及实验操作，解题过程中要利用题目中给出的对

称性和结构因子的定义。C.8~C.10 是通过实验观

察样品的衍射图样，通过分析衍射图样的对称性，

确定样品对应的晶胞类型，解题过程中要利用晶胞

的对称性导致的相互对称和系统性缺失以及加法

定则。

D部分：相位问题(5.0分)

D.1(1.0分)

题目要求用强度 I0的入射光照射晶体MR0或

MR2，求出0级衍射斑点的强度，因为0级衍射斑点

的强度E与透光面积成正比，而光强 I为场强的平

方，可以得到下面两个公式：

表3 样品PG3、4、6、7、9的衍射图样对称性
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E =
Ntransparent

Nall

E0 (D1)

I =
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ntransparent

Nall

2

I0 (D2)

其中 Ntransparent 和 Nall 分别为透光方块数和总的

方块数。MR0和MR2透光方块数分别为5和7，利

用公式D2可以求出0级衍射斑点的强度分别为：

IMR0 = æ
è

ö
ø

5
16

2

I0 (D3)

IMR2 = æ
è

ö
ø

7
16

2

I0 (D4)

D.2(2.0分)

为了确定MR1的晶胞结构，需要通过实验测量

MR1衍射斑点强度 I ( )h,k , ||h ≤ 2, ||k ≤ 2 ，测量结果

如图7所示，

通过逆傅里叶变换可以得到：

ρ( )χ,γ =∑
h = -2

2 ∑
k = -2

2

I(h,k) ∙e
iφ( )h,k

∙ exp
æ

è
ç

ö

ø
÷-2πiæ

è
ç

ö
ø
÷

χ
4

h +
γ
4

k ，

χ ∈ 0,1,2,3, γ ∈ 0,1,2,3

(D5)

因为 ρ( )χ,γ 是实数，所以只计算实部就足够了。

ρ( )χ,γ =∑
h = -2

2 ∑
k = -2

2

I(h,k) ∙ cosæ
è

ö
ø

φ( )h,k - π
2
( )χh + γk (D6)

通过D6计算可以得到晶胞的振幅透射率如图

8所示，透射率较小的地方为不透光区域，透射率较

大的地方为透光区域，根据图8可以判断MR1的晶

胞应为X。

D.3(2.0分)

题目要求确定MR2的晶胞结构，解题时可以利

用D.2同样的方法，可以得到MR2的衍射斑点强度

和透射率，如图10和图11所示。

题目中提示 MR2 相比于 MR0，只是两个不透

明的方格变成透明的方格，通过与MRO对比，可以

发现MR2在(0，2)和(3，0)两个位置变成透光，所以

图7 MR1衍射斑点强度

图8 MR1透射率

图9 X晶胞

图10 MR2衍射斑点强度
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MR2的结构如图12所示。

D部分评述

D 部分主要研究的是相位问题。本题主要是

利用已知的结构的 MR0 晶胞，确定未知晶胞的结

构。解题过程中，需要通过实验测量衍射斑点的强

度分布，然后将其转化为透射率分布，并通过与已

知晶胞结构对比就可以确定MR1和MR2的结构。

本次试题利用晶体的周期性，通过衍射的方法

研究晶体结构。试题通过研究晶胞的参数、晶胞的

对称性和相位，从而确定晶体的结构。试题有很多

的理论分析和公式推导，试题题量大，考察的内容

和知识点很全面，具有一定难度。

图11 MR2透射率

图12 MR2晶胞结构

将信息用3D打印机美味安全地嵌入食品中

保质期、产地、过敏原等信息都写在包装上，可是

如果失去包装，又怎么了解这些信息呢？大阪大学的

一个研究组成功地以肉眼察觉不到的方式在饼干等

食品中植入信息，按照设计用“食物 3D打印机”加入

图案制作之后，从背后打光读取信息。既不破坏食品

外观，又能保证食品安全。

从烤好的曲奇饼干背面打光，内部的二维码就浮

现出来，拍摄后就可以读取。在制作二维码的实验

中，如果把编码的黑色部分单纯作为空隙，烤饼干时

表面会出现明显的凹凸，导致无法读取。为了防止面

团在烤时膨胀，底部开了小洞后，表面就多少出现了

明显凹凸。如果加上支撑空间的细支撑结构，虽然抑

制了凹凸，但却读取不出来。支撑结构如果只安装在

大空间，凹凸不明显，读取效果也最好。

代码包含了 56 位，相当于 32 个英文字母的信

息。除了曲奇饼，用猪肉末做成的肉饼状食品也能读

取编码。和果子（日本传统糕点）中的年糕、巧克力等

不能顺利读取，而美味饼干中的芝麻，则会堵住打印

机喷嘴。

如果在食品中嵌入编码，将有助于加强生产流通

的可追溯性。还可以加入制作者推荐的食品搭配信

息，通过与网络连接的咖啡机，以最适合品尝的温度

和浓度自动加入咖啡——这些独特功能也是值得期

待的。另外，加入AR标记、投影图形等，还可以增加

食用的娱乐性。研究组认为，对数据植入的食用体

验，大家可以尽情发挥想象。

（高凌云编译自 2022 年 10 月 25 日 Science Portal

网站）
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