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温度是热力学中核心的物理量，也是我们日常

生活中最常接触的物理量之一。简单来说，温度是

我们对物体冷热程度的度量①。如果我们进一步追

溯温度的定义和测量过程，就会接触到另一个我们

熟知的重要概念——热平衡。考虑一个如图1(a)所

示的带有活塞的气缸，气缸内部封闭一定量的理想

气体。我们假设气缸具有导热性，理想气体可以通

过气缸与外界环境交换热量。如果气缸内的气体

分布均匀，并且整体与外界环境热交换为零的话，

那么我们就可以认为气缸内的气体与外界环境处

于热平衡状态。热平衡的概念为我们测量物体的

温度提供了理论基础。当两个接触的物体达到热

平衡后，相互之间的热量交换为零，可以认为这两

个物体冷热程度相同，温度相等，也就是说理想气

体和外界环境温度相同。在上面的讨论中，我们假

设了气缸上的活塞处于静止状态。下面我们考虑

以一定的速率推动活塞向左移动，压缩缸内气体。

在有限的压缩速率下，气缸中的气体分布将不再均

匀，气体和外界环境也将发生热量传递，气体不再

处于热平衡状态。但是，如果我们以非常缓慢的速

率推动活塞压缩气体；这个过程足够的缓慢以至于

气体可以有充足的时间适应活塞位置的变化。在

这种情况下，气体将时刻与外界环境保持热平衡状

态。我们把这样的一个非常缓慢变化的过程称为

准静态过程，对应的移动活塞的方案称作准静态控

制方案。在准静态过程中，气体与外界环境保持热

平衡，热量交换仍然为零，气体的温度始终保持不

变。我们把这样一个物体状态发生变化，但物体与

外界环境处于热平衡且温度保持恒定的过程称作

等温过程。在这个过程中理想气体的体积(V)随压

强(P)的变化服从著名的波义耳定律①。如图1(b)所

示，我们把这样一条系统温度保持不变的状态曲线

称作等温线。

等温过程在经典热力学中具有至关重要的地

位，是帮助我们理解热力学第二定律的重要工具。

热力学第二定律的一个重要推论是功-自由能不等

式关系：W≥ΔF 。我们仍然以图1(a)中的理想气体

为例。如果我们通过有限速率推动活塞，气缸中的

图1 (a)带有活塞的气缸内封闭一定量的理想气体；(b)压强(P)—体积(V)曲线。A和B代表处于等温线上的两个平衡态。我们的目的是寻找

一个有限速率的控制方案，能够在有限时间内将系统从一个平衡态A转换到另一个等温平衡态B。驱动过程中外界热源温度不发生改变
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气体将处于非平衡状态。此时我们推动活塞所做

的功 W 将总是大于气体初末状态的自由能差

ΔF 。当且仅当我们通过准静态方案推动活塞，也

就是气体经历等温过程时，活塞所做的功 W 才会

等于气体初末状态的自由能差 ΔF 。功-自由能不

等式关系W≥ΔF 是热力学第二定律在非平衡驱动

过程的直观体现；等温过程则为我讨论做功的下界

W =ΔF 提供了理论上可行的方案。值得注意的是，

计算系统在驱动过程的自由能差 ΔF 是物理、生物

乃至化学领域中十分重要的问题。在等温过程成

立的功-自由能等式 W =ΔF 被普遍认为是一种能

够精确计算自由能差 ΔF 的可行方案。

从上面的讨论可以看出，等温过程在热力学理

论和实际应用中都扮演着至关重要的角色。然而

要实现等温过程需要无限长的驱动时间(准静态方

案)。这限制了等温过程在实际热力学过程中的广

泛应用。如图 1(b)所示，一个非常自然而又与应用

紧密相关的问题是：我们是否可以构造一种方案，

能够加速实现等温过程，在有限时间内将系统从一

个平衡态转换到另一个等温平衡态？

为了达到加速等温过程的目的，实现等温平衡

态之间的有限速率转换，本文作者和合作者共同提

出了等温捷径的概念和构造方案②。我们将等温捷

径和最近新兴发展起来的随机热力学领域相结合，

具体讨论了等温捷径在小系统中的实施方案。我

们还着重分析了等温捷径方案控制下小系统做功

的统计性质，并给出了三个描述系统热力学量统计

性质的严格等式关系——涨落关系式②。等温捷径

的概念一经提出就引起国际同行的关注。田溶根

和黎璧贤等人通过操控布朗粒子的运动，在实验上

成功验证了等温捷径方案及其相关理论预言③④。

等温捷径的思想还被推广应用到有限时间热机的

优化⑤⑥和生物演化过程的控制⑦。接下来我们将详

细介绍等温捷径理论框架及其实验验证结果。

1.等温捷径理论框架

传统的等温过程需要通过准静态方案无限缓

慢的改变系统的状态。那么要想实现加速等温过

程的目的，我们就需要改变原来的准静态方案，将

它替换为有限速率的控制方案。不同于图1所示的

用活塞改变气体的状态，等温捷径方案需要从更细

致的角度控制系统的状态。如图 2所示，我们考虑

系统可以通过哈密顿量 H0(t) 来描述；系统周围被

一个温度为 T 的恒温热源包裹。如果我们对系统

不做额外的干涉，仅以有限速率改变系统的哈密顿

量 H0(t) ，那么系统将逐渐偏离平衡态，并最终到达

一个非平衡态，如图 2所示。系统此时的状态可以

通过系统中粒子的统计分布函数 ρ( )t 来描述。如

果系统处于平衡态，那么系统的分布函数就是我们

熟 知 的 玻 尔 兹 曼 分 布 ：ρieq( )t ∝ e
-βH0( )t ，其 中

β = 1/(kBT) ，kB 表示玻尔兹曼常数。在有限速率的

驱动下，系统将经历非平衡过程；此时系统的分布

函数将偏离对应的瞬时平衡态分布 ρieq( )t ，我们用

ρneq( )t 来表示系统的非平衡状态。

等温捷径的基本想法是在系统原始驱动的基

础上引入辅助控制，将原系统拓展为新的系统。具

体实施过程主要可以分成以下两个步骤：

(1) 首先我们在原系统哈密顿量 H0( )t 的基础

上，引入辅助势场U1( )t ，将原系统拓展为新的系统

H0( )t + U1( )t 。引入辅助势场U1( )t 目的是将扩展系

统的分布函数 ρ( )t“按”在原系统哈密顿量 H0( )t 对

应的瞬时平衡分布上：ρ( )t = ρieq( )t 。需要说明的是

图2 等温捷径示意图
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这里的 ρieq( )t 仍然是原系统哈密顿量 H0( )t 对应的

平衡态分布。作为对比，单独由 H0( )t 控制的原系

统只有在准静态控制方案下才能保证系统分布函

数始终处于 H0( )t 对应的瞬时平衡分布上。

(2) 在起始和末了时刻将辅助势场 U1( )t 撤除：

U1( )0 = U1( )τ = 0 。这样可以使得扩展系统的哈密顿

量 H0( )t + U1( )t 在驱动过程的开始和结束时刻恰好

回到原系统的哈密顿量 H0( )t 。因为第一步的辅助

控制令系统的分布函数始终处于瞬时平衡分布，所

以在驱动过程的初始和末了时刻，系统分布函数恰

好就是系统此时的哈密顿量对应的平衡态分布，系

统处于真实的平衡状态。

如图2所示，通过以上两个步骤的操作，我们可

以实现驱动系统从一个平衡态出发，在有限时间内

沿着“等温线”演化，最终到达另外一个等温平衡

态。我们把这套理论框架就称作等温捷径(Short-

cuts to Isothermality)②。

2. 基于等温捷径方案的非平衡做

功关系式

在传统的等温过程中，由于系统与外界恒温热

源始终保持热平衡，外界对系统做功的平均值W 和

驱动过程的自由能差 ΔF 之间存在着严格的等式关

系：W =ΔF 。由于形式简单并且收敛较快，功-自
由能等式在自由能计算问题中有着实际的应用。

然而，准静态控制方案需要花费很高的时间成本。

这个因素使得功-自由能等式的应用价值大打折

扣。为了提高有限时间内估算自由能的能力，Jar-

zynski在1997年导出了下面著名的等式关系⑧：

e
-βw

= e
-βΔF

其中 ⋯ 表示对系统轨道的系综平均。这个等式

将驱动过程的自由能差 ΔF 和外界在单个轨道上对

系统做的轨道功 w联系起来 。其中轨道功的系综

平均 w 就对应于上面提到的平均功 W 。利用

Jarzynski等式和 Jessen不等式不难证明 w ≥ΔF ，

这与热力学第二定律是相容的。因此，Jarzynski等

式可以看作是对热力学第二定律更精细的刻画。

这里我们仅对 Jarzynski等式做了简单的介绍，这个

等式的实际意义远不止于此。对此感兴趣的读者

可以参考文献⑧。Jarzynski 本人因为此项成就获

得了昂萨格奖，并当选为美国科学院院士。Jarzyn-

ski 等式在自由能计算方面曾被寄予很高的期待。

然而随后的研究发现，基于 Jarzynski等式的估算自

由能的方案虽然时间成本有所降低，但是精度也降

低了不少⑨。有限时间内精确估算自由能仍然是计

算物理领域的难题之一。

比较等温过程和等温捷径驱动的过程，我们可

以发现两者之间存在诸多对应。等温过程通过准

静态的控制方案驱动系统沿着等温线演化。等温

捷径则是在有限时间内加速实现了等温过程；在辅

助势场 U1( )t 的帮助下，等温捷径可以将原系统按

在“等温线”上演化。在这两种驱动方案中，系统的

分布函数始终保持在与 H0( )t 对应的瞬时平衡分布

上。面对以上这些相似之处，我们不禁要问：在等

温捷径中是否存在与等温过程类似的功-自由能等

式呢？如果存在类似的等式关系，将会为我们计算

自由能提供新的思路。

分析等温捷径控制方案可以发现，外界对系统

做的功可以分成两个部分：

W = W0 + W1

其中W0 代表外界通过哈密顿量 H0( )t 对系统做功

的平均值，W1 代表外界通过辅助势场U1( )t 对系统

做功的平均值。我们通过分析等温捷径过程中的

轨道功的统计性质可以证明这两部分做功分别满

足下列涨落关系式②：

W0 =ΔF

和

W1∝ 1
τ

前者表明，等温捷径方案中与 H0( )t 对应的平

均功W0 等于驱动过程的自由能差 ΔF ；后者表明，

与U1( )t 对应的平均功W1 与驱动过程的总时间 τ 存

43



现代物理知识

在反比关系。由于平均功W0 与系统原始哈密顿量

H0( )t 直接相关，我们把这部分功称作内禀功。图3

中的漫画可以帮助我们更好的理解内禀功-自由能

等式。热力学第二定律告诉我们，在有限时间的驱

动过程中，外界对系统做功的平均值要大于系统的

自由能变化 W≥ΔF 。但是，如果有一个超人搞了

一个恶作剧；他在实验人员不知情的情况下，依据

等温捷径方案对实验系统添加一个辅助势场

U1( )t 。由于等温捷径在有限时间内加速实现了等

温过程，实验者会依据实验结果得出违反热力学第

二定律的实验结论——有限时间做的平均功等于

自由能的变化：W =ΔF 。实际上，这个实验者只计

算了与原始哈密顿量 H0( )t 相关的内禀功W0 ，而不

是计算驱动过程的总功W 。通过以上分析可以发

现，内禀功-自由能等式并没有违反热力学第二定

律，内禀功W0 实际上只是计算了外界做的总功W

的一部分。

内禀功-自由能等式为我们估算自由能变化提

供了新的方案。为了具体考察这个等式在估算自

由能方面的表现，我们数值模拟了布朗粒子在受拖

拽谐振子势场中的运动。模拟结果如图 4所示：我

们将内禀功-自由能等式估算自由能的结果与平均

功和 Jarzynski等式的估算结果进行了比较。可以

发现，内禀功-自由能等式在不同的驱动时间范围

内都能给出精确的估算结果。特别是在驱动时间

较短的时候，内禀功估算自由能的表现远优于平均

功和 Jarzynski等式。因而，内禀功-自由能等式有

望为我们精确高效地估算自由能提供新的方案。

3.等温捷径的实验验证

近年来，随着光镊、磁镊等技术的发展，人们得

以精确的操控纳米尺寸小系统。同宏观尺寸的系

统相比，纳米尺寸的小系统包含的分子数远小于阿

伏伽德罗常数。这导致小系统对周围环境的涨落

效应非常敏感，很容易被驱动远离平衡态。布朗粒

子的不规则运动轨迹就是纳米尺寸小系统受到涨

落效应影响的最直观体现。最近，田溶根及黎璧贤

等人通过光镊拖拽布朗粒子运动，在实验上验证了

等温捷径方案③。

在具体的实验过程中，他们分别执行了两种不

同的驱动方案，并进行了对比。第一种是未加干预

的驱动方案，即布朗粒子受到原始势场 U0( )t 的驱

动，从初始平衡态出发，逐渐远离平衡态；驱动过程

结束后，处于非平衡态的布朗粒子会通过弛豫过程

最终到达另一个等温平衡态。第二种方案是等温

捷径方案，布朗粒子受到原始势场和辅助势场的叠

加作用：U0( )t + U1( )t ；此时，布朗粒子从平衡态出

发，沿着“等温线”演化，系统分布函数始终保持在

瞬时平衡分布上；驱动方案结束时，辅助势场 U1( )t
消失，布朗粒子在有限时间内到达另一个等温平

衡态。

图5展示了实验的结果。其中图5(a)比较了等

温捷径驱动过程的任一个中间时刻，布朗粒子分布

函数和对应的瞬时平衡分布。可以看出实验测量

的分布函数与理论给出的瞬时平衡分布吻合的非

图4 自由能估算(图片源自参考文献②)

图3 内禀功-自由能等式
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常好。这验证了系统在等温捷径方案中是沿着“等

温线”演化的，分布函数始终保持在瞬时平衡分布

上。图5(b)检验了基于等温捷径理论得出的两个涨

落关系式。其中圆点表示的是未加干涉的驱动过

程的平均功；三角形表示的是等温捷径驱动过程的

平均功；正方形表示等温捷径驱动过程的内禀功。

通过比较可以发现，在不同的驱动时间内，内禀功

都可以给出精确的自由能估算结果。此外，图中的

实线是根据我们理论上给出的涨落关系 W1 ∝ 1/ τ
画出的拟合曲线。可以发现我们理论上预言的曲

线和实验吻合的非常好。这一系列的实验结果验

证了等温捷径方案及其预言的做功关系式。

4.展望

随着纳米尺寸操控技术的不断进步，人们对于

研究布朗粒子构成的循环热机模型产生了浓厚的

兴趣。布朗热机可以作为探究分子马达和微型机

器人的简化模型。目前，讨论在有限时间内优化布

朗热机的功率和效率是国际上的热点问题⑩。等温

捷径方案已经在实验上被证实是切实可行的。接

下来，我们将进一步探究如何将等温捷径方案应用

于布朗热机的构造。鉴于等温捷径方案在数值模

拟和实验中的高效表现，我们相信基于等温捷径方

案构造的布朗热机会极大提高现有热机模型在功

率和效率方面的上限。
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