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“猜”出来的方程：薛定谔方程和
狄拉克方程

董广宇

（一）薛定谔方程

薛定谔方程是量子力学中描述微观粒子运动的基

本方程；薛定谔方程之于量子力学，相当于牛顿运动

定律之于经典力学。

我们知道，“ 万物由原子构成 ”，那么，原子是

怎么运动的呢？还有，原子是否可以再分？如果可以

再分，那原子内部是怎么运动的呢？薛定谔方程就可

以描述这些运动。

让我们先来看看薛定谔方程长什么样：
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方程也可以用拉普拉斯算符表达，这样略显简洁：
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方程中的关键就是波函数 Ψ（x，y，z，t）。

薛定谔方程从形式上看，有点像扩散方程，但

薛定谔方程的实质是波动方程，很奇怪是吧。但更

奇怪的是，这样一个复杂的方程竟然是薛定谔 “ 猜 ”

出来的！

正是因为薛定谔方程是薛定谔 “ 猜 ” 出来的，所

以薛定谔自己也不清楚该波动方程中最重要的波函数

Ψ的含义，于是，这就引发了当时全世界最顶尖的物

理学家们都去寻找这个神秘的 Ψ之谜。目前，被公认

的、同时也被实验验证的波函数 Ψ的含义，是由波恩

提出的：Ψ是概率振幅。什么意思呢？就是说，用波

函数 Ψ可以描述微观运动粒子在各处被发现的概率。

一切运动中的微观粒子都具有波粒二象性，所谓

波粒二象性，简单来说就是：运动中的微观粒子会表

现出波动性，其波长和动量的关系式符合德布罗意公

式。我们把这种波称为物质波。物质波不是经典物理

学意义上的机械波或电磁波，物质波是概率波，即：

物质波在某一地方的强度，与在该处找到物质波所代

表的粒子的概率成正比。

薛定谔方程描述的就是这种物质波，现在你应该

理解了，为什么说用方程中的波函数 Ψ可以描述微观

运动粒子在各处被发现的概率。

物理概念讲完了，现在我们就来看看，薛定谔大

师当时是怎么 “ 猜 ” 出这个方程的。

根据狭义相对论：

根据光量子理论，对于光子：

上述推导式中，h 为普朗克常数，c 为光速，p 为

光子动量，最后一个式子表示：光子所表现出来的波

动性，其波长与光子动量之间的关系。

根据这个波长的式子，德布罗意采用类比法，认

为（其实当时是假设，以后不断被实验证实）：任何

微观运动粒子都和光子一样，具有波粒二象性，和这

些粒子相联系的波称为物质波，其波长符合上述公式。

物质波的波长、频率、相速度，分别为：
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普朗克能量子的计算式（E=hυ）其实已经表明微

观粒子的波粒二象性：E 体现粒子性，υ体现波动性。

德布罗意给出了物质波的概念，现在轮到薛定

谔出场了，他需要给出一个描述物质波的方程。薛

定谔这项工作的起点其实就是经典物理学里的波动

方程：

式中的Ψ就是波函数，u是波的传播速度，在物质波中，

u 为相速度。

为了使讨论简化，只考虑一维的情形（x 方向传

播的波），故波动方程简化为：

根据数学物理方程的解法，存在一个解，即，可

获得如下一个波函数的解析式：

式中，A 为波的振幅，矢量 k 称为波矢，表示波的传

播方向，此处的方向与矢量 x 相同，ω是角频率，二

者大小为：

有物理学知识基础的人估计会问，从该波函数的

形式来看，其实就是经典物理意义上的单色平面波（所

谓单色平面波，是指具有单一频率且在时间空间上无

限延续的平面波），那么，为什么此处的波函数一定

要用复数形式？实数形式为什么不可以？

原因在于：在量子力学里，有测量意义的既不是

波函数的实部，也不是它的虚部，而是波函数的绝对

值的平方，即概率密度。在薛定谔方程建立完成之前，

这样一个理由的说服力是很勉强的，因为前面已经说

过薛定谔自己也不清楚波函数 Ψ的涵义，事实上，薛

定谔是假定了物质波在形式上对应经典物理意义上的

平面波。还有，单色平面波实际上是不存在的，只是

一个理想状态，真实的波总是在有限的空间和时间之

中。所以，这就是为什么很多物理书上都说薛定谔方

程的建立过程是 “ 猜测 ” 加 “ 拼凑 ”。

有了波函数 Ψ的表达式，分别对 x 和 t 求偏导，

可以得到：

然后，薛定谔对上述具有经典物理意义的两个式

子引入了量子的性质，这是关键的一个步骤：

一个自由粒子的能量和动量之间的关系式为：

如该粒子在一个势场 V 之中，则粒子的能量关系

式为：

因此，p 通过 E 表示如下：

将该式代入到前面算出来的波函数 Ψ对 x、t 的

导函数式子，得到：

最后两式右边相同，于是得到一维的薛定谔方程:
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三维形式的薛定谔方程如下：

薛定谔方程的建立过程到此已经结束，需要指出，

该方程是非相对论化的，即适用于速度不太大的粒子，

后来是由物理学家狄拉克将方程相对论化，薛定谔方

程转变为狄拉克方程。

（二）狄拉克方程

由薛定谔方程改变后的狄拉克方程可以适用于高

速运动的微观粒子。

让我们先来看看狄拉克方程长什么样：
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比起薛定谔方程，是不是感觉复杂了不少，其实

这还不算，方程中的四个 α不是常数，而是四个矩阵，

每个 α都是一个 4×4 的矩阵，因此，相应地，作为方

程的解，波函数 Ψ是一个 4×1 的矩阵，换而言之，狄

拉克方程是一个方程组，有四个解。

面对这么复杂的一个方程，狄拉克是如何 “ 猜 ”

出来的呢？让我们依然从狭义相对论开始说起。

根据狭义相对论：

当 -1<x<1 时，可以将以下函数 f（x）展开成麦

克劳林级数（即关于 x 的幂级数）：

对比上下两式，将 E 的表达式写成麦克劳林级数

形式：
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从而可以得到能量展开式：
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从以上这个式子，我们可以知道，在经典力学中，

由于速度 v 非常之低，v 和光速 c 相比可以忽略不计，

因此上式中从第三项开始就略去不计，但在经典力学

的能量表达式中，通常也不包含式中的首项（该项也

称为静止能量项），因此，能量 E 记为（p 为动量）：

读者也许会问，那为什么在这种非相对论能量表

达式中，不需要包含静止能量项呢？原因在于：静止

能量这一项没有包含速度 v，而在经典力学里，我们

只讨论质点的能量如何依据速度而变化的问题；当一

个物系中发生的能量变化 ΔE 大到足以使所引起的质

量（严格来说是惯性质量）变化达到可以观察的程度

时，才考虑在能量表达式中加入静止能量项，比如在

核反应的情况下就是如此。

对于高速运动的自由微观粒子，相对论能量的近

似表达式一般记为：
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这里也给出相对论能量的精确表达式：

在近似表达式中，为什么一般情况下仅仅保留能

量展开式中前两项？因为当速度 v 等于十分之一光速

c、甚至四分之一光速 c 时，从第三项开始，其与第二

项的比值非常小，所以可以忽略不计。

假如该高速运动粒子又在一个势场 V 之中，则该

粒子的近似能量关系式为：
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m
pE ++= 2

0
0

2

2
因此，p 通过 E 表示如下：
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阅读仔细的读者看到这个式子，估计脑海中会闪

过一个念头：根据前面一节中的内容，将上式代入到

波函数 Ψ对 x、t 的导函数式中，如此就可以求得相

对论化的一维和三维薛定谔方程了：
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这样的式子正确么？从建立的过程看，形式上没

错，但没有考虑方程两边的偏导阶数平衡。原因在于：

狭义相对论中，时间 t 和空间坐标（x，y，z）的地位

是等同的，t、x、y、z 共同构成了四维时空坐标，而

在上面两式中，波函数 Ψ对（x，y，z）是二阶偏导，

但对 t 是一阶偏导，这就导致了对同等时空坐标（x，

y，z，t）偏导的不平衡；因此，求解相对论化的薛定

谔方程，波函数 Ψ对（x，y，z，t）的偏导必须同阶，

都是一阶、或都是二阶；但是波函数 Ψ对 t 进行二阶

及以上偏导时，会导致波函数Ψ的概率统计失去意义，

比如克莱因 - 戈登方程就是把波函数 Ψ对 t 作二阶偏

导，使得最后的计算结果出现了负概率。

正是基于以上的考虑，狄拉克选择用波函数 Ψ对

四维时空坐标（x，y，z，t）统一作一阶偏导，以此

作为其工作的起点。在正式讲述狄拉克是怎么 “ 猜 ”

方程之前，还需要一些知识准备：量子力学中的能量

算符和动量算符。

我们先来回顾一下前面一节中提到的波函数 Ψ的

解析式：

我们用波函数 Ψ求出对 t、x 的一阶偏导：
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整理以上两式，可得（此式中动量只有 x 方向）：
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由此引出能量算符和动量算符：
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能量 E 与波函数 Ψ相乘，等于能量算符作用于

波函数 Ψ；同样，动量 p 与波函数 Ψ相乘，等于动量

算符作用于波函数 Ψ。不过这样的运算对应规则只适

用于直角坐标系下，如要过渡到其他坐标系，可以先

在直角坐标系中使用这些算符，然后再做坐标变换以

过渡到其他坐标系。

举个例子简要介绍一下能量算符和动量算符怎么

用（动量只考虑 x 方向）：

上式两边同乘以波函数 Ψ，根据算符运算法则，

将得到：
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上面得到的最后一式正是非相对论化的自由粒子

的一维薛定谔方程。

谈了这么久，终于要谈到狄拉克了，因为假使没

有之前的知识积累，将看不懂狄拉克方程的建立过程。

在没有外加势场 V 的情形下，高速自由粒子的能

量精确表达式为：

2
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上式两边同乘以波函数 Ψ，得到：
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这种带有根号的二阶偏导方程，处理起来相当困

难，这势必需要换一种思路。

狄拉克设想：如果让能量 E 和动量 p 的关系呈线

性，那么使用能量算符和动量算符就可以使得波函数

Ψ对四维时空（x，y，z，t）的一阶偏导达到统一，从而，

能量动量关系与相对论的时空变换得以自洽，而这需

要对能量动量关系进行因式分解。

这样一种设想作为 “ 猜测 ” 方程的起始引导显得

极其重要，因为很有可能会决定了以后的工作是失败

还是成功；接下去的几个 “ 猜测 ” 步骤也十分关键。

正是这个开始的设想以及之后的几个步骤，将狄拉克

的数学物理天赋体现得淋漓尽致。

狄拉克先将能量表达式中的矢量进行标量化处

理：
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式子中，根号下面是四个分量平方之和，狄拉克

假定（以后的事实表明，他这样的假定是正确的）能

量 E 和四个分量之间存在着最简单的一次线性关系，

于是，可以拼凑出一个去掉根号的待定系数方程：

)( 04321 cmpppcE zyx αααα +++=

前后式子对比一下，而后平方，我们可以得到：
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上式的右边展开以后，再和左边比较，可得：
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这个方程组在实数范围内、复数范围内都没有

解！从后面六个方程形式来看，可以发现，任意两个

α之间的乘积位置不具备互换性，而是具有方向性，

因此狄拉克想到了用矩阵来解决问题。以后我们将上

述的七个方程称为狄拉克矩阵。

狄拉克首先想到的就是当时已经存在的泡利矩阵

（一组 2×2 的矩阵，关于泡利矩阵是怎么来的，这是

另外一个话题），因为泡利矩阵的运算结果和狄拉克

矩阵非常相似，我们先来看泡利矩阵的具体内容：
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与狄拉克矩阵很相似是不是？有了这么好的基

础，接下来的工作就容易多了 —— 一组 2×2 的矩阵

描述了三个泡利矩阵，而狄拉克矩阵有四个；再通过

观察泡利矩阵中各元素的分布规律和取值特点，而后

分析出狄拉克矩阵的特征值、矩阵对角线元素的正负

对称性、矩阵阶数的奇偶性；于是，狄拉克猜测自己

所要的矩阵应该为 4×4 矩阵。基于泡利矩阵，经过组

合与拼凑，狄拉克给出了一组解：



















=

0001
0010
0100
1000

1α



















−

−

=

000
000
000

000

2

i
i

i
i

α



















−

−
=

0010
0001
1000

0100

3α



















−
−

=

1000
0100
0010
0001

4α

狄拉克矩阵的这组解被称为 “ 泡利组 ”，需要说

明的是，这不是狄拉克矩阵的唯一解，比如，物理学

家费米也给出了一组解，一般把这组解称为 “标准组 ”：
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至此，我们已经把狄拉克矩阵的解求出，这意味

着相对论化的能量动量线性关系式也就确定了，该关

系式中的四个待定系数是四个 4×4 的矩阵，这四个矩

阵构成一个矩阵组，并且这四个矩阵相互之间满足狄

拉克矩阵的运算结果，以上描述用数学式子表示：

（1） )( 04321 cmpppcE zyx αααα +++=

（2） ),,,( 4321 αααα=Α
→

（3）

















=+
=+
=+
=+
=+
=+

====

0
0
0
0
0
0

1

3443

2442

2332

1441

1331

1221

2
4

2
3

2
2

2
1

αααα
αααα
αααα
αααα
αααα
αααα

αααα

现在把上面的能量动量线性关系式两边同乘以

波函数 Ψ，再根据能量算符和动量算符，我们就可以

得到自由粒子的狄拉克方程，注意方程中的偏导阶

数，波函数 Ψ 对四维坐标（x，y，z，t）统一做了一

阶偏导：

Ψ+
∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

−=
∂
Ψ∂ 2

04321 )( cm
zyx

ci
t

i αααα

当然这个式子还可以作简化，我们设定：

),,( 321 αααα =
→

)( 321321 zyx
ipppp zyx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−=++=⋅
∧∧∧∧
→→→→→

ααααααα 

那么之前的自由粒子的狄拉克方程可以简写成：

Ψ+⋅=Ψ
∧
→→∧

)( 2
04 cmpcE αα

假若粒子还处于一个势场 V 之中，则此时的狄拉

克方程为：

Ψ++⋅=Ψ
∧
→→∧

)( 2
04 VcmpcE αα

当然也可以写成具有直观物理意义的狄拉克方

程，也就是文章一开始就写出的那个巨复杂的方程：

Ψ++
∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

−=
∂
Ψ∂ )()( 2

04321 Vcm
zyx

ci
t

i αααα

由于狄拉克方程中的系数是 4×4 矩阵，所以方程

的解，波函数 Ψ就是一个 4×1 矩阵，即，狄拉克方程

的解是四个波函数 Ψ：



















Ψ
Ψ
Ψ
Ψ

=Ψ

4

3

2

1

这不像薛定谔方程那样只有一个解，也正是因为

这 4 个波函数 Ψ，狄拉克最后求解出电子具有负能态，

从而预言存在电子的反粒子 —— 正电子（也由此引

发了 “ 狄拉克之海 ” 一说），之后被实验确认，从此

让世人知道了反物质。




