
14

现代物理知识

量子纠缠态分类

1 引言

量子力学是 20 世纪初最伟大的物理发现之一。

尽管来自各个领域的大量实验事实都证实了量子力学

是正确的理论，但是人们对量子理论的一些基本原理

的争论自始至今却从未间断。其中最著名的就是爱因

斯坦等人对不确定原理的质疑所引出的量子力学完备

性问题的争论
[1]
。该文中爱因斯坦根据其对物理实在

的定义以及物理理论对定域性的要求得出了量子力学

不能提供对物理实在的完备描述的结论，这就是著名

的 EPR 佯谬。在完成论证的过程中爱因斯坦引入了一

个不能写成两个单粒子波函数直乘的两体量子态 ( 后

来称为纠缠态 )。随着量子信息科学的发展，纠缠态

在量子信息的众多应用中，如量子密钥分布、超密编

码、量子计算等，扮演越来越重要的角色，而且已经

被认为是完成量子信息处理的核心物理资源。

根据纠缠态在量子信息中完成任务的不同可将其

进行分类。如果两个量子态可以通过局域操作和经典

通 讯 (LOCC，local operations and classical communi- 

cation) 确定地彼此相互转化，那么这两个量子态在

用于完成量子信息任务时就是完全等价的。在数学上

此等价性表述为两个量子态可以通过局域幺正 (LU，

local unitary) 变换互相转化。如果两个量子态只能概

率地通过局域操作和经典通讯 (SLOCC，stochastic 

local operation and classical communication)相互转化，

那么这两个量子态原则上可以完成相同的量子信息任

务，但有优劣之分。在数学上此等价性表述为两个

量子态可以通过局域可逆算符 (ILO，invertible local 

operator) 相联系。对纠缠态进行分类不但可以将一些

看上去完全不同的量子态归类用以实现相同的量子信

息任务，而且可以通过构造不同的纠缠类来探索新的

量子信息应用。纠缠态的分类是从量子信息应用的本

质而不是具体形式来区分量子态。因此，分类就构成

了定量研究纠缠态这一核心物理资源的理论基础。我

们可以形象地将量子纠缠分类在量子信息科学的作用

类比于编制元素周期表在化学科学中的作用。

两体纯态量子系统的纠缠可以通过矩阵的奇异值

分解很好地进行研究。此时，当且仅当其在正交基矢下

的系数矩阵具有相同的奇异值时，两体纠缠态是局域幺

正等价；当且仅当其系数矩阵具有相同的秩时，两体纠

缠是局域可逆算符等价的。然而，对多体高维的纠缠态

进行分类是一项非常困难的工作。例如，三体两维系统

(三量子比特 )在局域可逆变换下已知的真实三体纠缠

态有两种 (著名的 GHZ 和 W 态 )，当粒子数增至四时

(四量子比特)就会出现连续类，即，纠缠类中包含参数，

参数取不同值对应不同纠缠类。随着粒子个数的增加描

述量子态等价类所需的参数迅速增加。

目前，在纯态系统中对于局域可逆等价性，只对

少数系统 (如，2×M×N、L×N×N、四量子比特、对称

的多量子比特等 )有较多研究；对于局域幺正等价性，

高阶奇异值分解则可以很好的解决多体分类问题。具

体情况如下，在局域可逆等价性方面，在三量子比特

系统完成分类后，人们对四量子比特系统进行了研究，

得到了九个所谓的纠缠族 (entanglement families)。

在更多量子比特时，只有在完全对称态下其分类相对

易于处理。粒子维数变大时，存在一些判据来判定

不同量子态间的等价性。在研究过程中人们逐步认识

到矩阵的分解在少体系统的 SLOCC 分类中的作用。

我们组在充分应用矩阵的约当分解的基础上，彻底

解决了三体系统的 SLOCC 分类问题，对 2×N×N[2]
，

2×M×N[3]
，L×N×N[4]

等系统进行了完整分类。同时，

我们的方法在向四体及多体方向推广时显示了强大生

命力，如随 2×L×M×N 等系统的分类。在局域幺正等

价性方面，多体纠缠可以通过计算量子态的局域幺正

不变量来表征。只有具有相同的局域幺正不变量的那

些量子态才是局域幺正等价的，并且人们已经发现 N
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体纯态和 N-1 体混态的局域幺正等价性之间存在联系。

这些局域幺正不变量随着粒子数的增加而急剧增多，

此外还存在着如何赋予这些变量物理意义的难题。其

次，可以通过构造纠缠类 标准型的方法来进行纠缠态

分类。如文献中就通过量子态中系数的束缚方程的方

法构造了纠缠类的标准形。对于两维的多体系统，克

劳斯 (R.Kraus) 提出了一种构造两个局域幺正等价量

子态的连接矩阵的方法，但是随着粒子维数的提高 (

大于两维 ) 和单粒子约化密度矩阵中多重简并本征值

的出现，其验证两量子态等价的方法变得不太实用。

本文主要介绍少体系统的局域可逆等价性分类方

法，以及适用于任意多体任意维数的基于局域幺正等

价性分类方法
[5]
。这些方法应用了矩阵理论中的约当

分解以及张量的高阶奇异值分解技术来构造多体纠缠

的标准型，通过构造标准型及其所伴随的局域对称性

可很方便地判断任给的两个量子态是否是局域可逆等

价或者是局域幺正等价。该方法具有简单且直观易于

理解的特点。最后我们对纠缠态在量子计算中的应用

也做了简要介绍。

2 多体纠缠态的分类

2.1 矩阵的约当分解与三体 2×N×N、

2×M×N、L×N×N 纠 缠 体 系 的 SLOCC
分类

2×N×N 是指三体系统中一个粒子为量子比特 ( 比

如，自旋 1/2 或两能级系统 )，而另外两个粒子的维

数为 N( 比如，自旋 J=(N-1)/2 或其他数目为 N 的离散

能级 )。此类体系的波函数可写为

   

               

(1)

其中 是复系数， 分别是三个粒子的

一组正交基。另一个量子态 与 是局域可逆等

价的，如果

        (2)

这里， 是可逆算符，分别作用于第一、二、三

个粒子上，其相应地为 2×2、N×N、N×N 的可逆矩阵。

由于系数 ψijk 是一个三阶张量，且第一个指标维数为

二，我们可以用一个矩阵对 ( 两个矩阵 ) 来表示这个

系数张量，即，

                   (3)

在此表示形式下，两个量子态的局域可逆等价公式

(2) 转化为

                   (4)

其中，T 是转置操作，而需要特别说明的是算符 T，

它作用于两个矩阵上使之产生叠加。于是，我们就将

两个 2×N×N 系统的量子态的局域可逆等价性问题转

化为一个矩阵对在可逆矩阵下的转化问题。

这里我们以其中一个最具代表性的情形 ( 即矩

阵对中的一个可以构造为满秩矩阵的情况 ) 为例来

说明矩阵分解的分类思想。假定第一个矩阵 Г1 为满

秩，此时我们总可以通过合适的 P 和 Q 矩阵来完成

如下变换

         (5)

这样任何一个矩阵对 ( 也即量子态 ) 都可以通过某些

可逆的 P，Q 运算而转化为由单位阵和约当标准型所

构成的矩阵对。注意，此时还不能依据约当型 J 作为

等价类的标准型，因为还存在 T 变换。我们证明，T

变换的作用是对约当标准型中的对角元做一个分式线

性变换。至此，我们可以通过如下定理来判断两个量

子态的等价性：

定理 1 约当标准型 J 在其对角元差一个相应的

分式线性变换下构成 2×N×N 纯态系统在局域可逆

变换下的等价类。

此方法将量子态等价类中的有效参数的数量大大

化简，并可充分利用成熟的约当标准型理论来对纠缠

态的类进行定性和定量的研究。2×M×N 系统的分类和

2×N×N 系统类似，只是此时的矩阵对不是方阵而是矩

形矩阵。一般情况下，对于相同的 N，2×M×N 的分类

要比 2×N×N 的分类简单。

虽然可用类似方法研究L×N×N系统的纠缠分类，

但是 L×N×N 系统的 SLOCC 分类要复杂的多。我们还

以满秩情况为例来说明，此时量子态不再由一个矩阵

对而是一组 L 个 N×N 的矩阵来表示
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                    (6)
此时，公式 (5) 相应地变为

 (7)

公式 (7) 将量子态的 SLOCC 等价性问题与一组矩阵

的共同相似变换问题联系在了一起。数学上的研究表

明，不管该组矩阵中的矩阵个数为多少，共同相似变

换问题总可以等价地转化为两个对易矩阵的同时相似

变换问题。

2.2 矩阵的重排与 2×L×M×N 纠缠体

系的 SLOCC 分类

矩阵分解的方法还可以与其他方法相结合用

以对更多粒子情况进行分类。矩阵重排 (matrix 

realignment)最初用来研究两体混态系统的纠缠判据，

并被引入到多体LU分类中。为了说明何为矩阵重排，

首先需要定义矩阵的矢量化。一个 m×n 的矩阵 A 的

矢量化可写为

(A)  
(8)

如果一个矩阵 A 的行列分别为

，那么，它可以写为如下的分块矩阵

A                (9)

这里的 Aij 都是 的子矩阵。矩阵 A 的重排定

义为

(A)  
(10)

这里重排后的矩阵 (A) 。矩阵重排的重

要作用是可用来判定一个高维矩阵是否可写成两个低

维矩阵直积的形式。我们有如下定理：

定理 2 当且仅当 (A) 的秩为 1 时，矩阵 A 可以

写为一个 m1×m2 和一个 n1×n2 矩阵的直积形式。

我 们 将 该 矩 阵 重 排 的 方 法 应 用 到 四 体 的

2×L×M×N 纠缠系统的分类。具体方案如下。首先，

我们将系统看做一个三体的 2×L×(MN) 系统。这个过

程可以称之为分组，即将两个粒子看做一个组合粒

子。然后，我们可以用上文中三体 2×M×N 系统的分

类方法，但此时所得的类并不是 2×L×M×N 系统的纠

缠类。如果两个 2×L×M×N 系统的态分组后具有相同

的标准型，我们会得到它们各自转化到该标准型的矩

阵。如果这两个矩阵的乘积可写成两个低维矩阵 ( 须

是 M×M，N×N 的两个矩阵 ) 的直积的形式时，它们

才是 SLOCC 等价的。这种方法也可以应用于包含一

个量子比特的五体系统。但是向更多粒子的扩展并不

平庸且变得非常复杂。因此，新的更有效的矩阵工具

需要引入用以化简分类。

2.3 矩阵的奇异值分解与两体纠缠体系

的 LU 分类

对于两体纯态系统，例如两个希尔伯特空间维

数为 1I 和 2I 的粒子组成的态，量子态所对应的张

量可表示为一个矩阵 ( 1I 行 2I 列

的复矩阵 )。在量子态的矩阵形式下 LU 等价性就

是 ，其中 是幺正矩阵。现在考虑

1 2I I× 维的矩阵的奇异值分解

          (11)

其中 1 20, , min{ , }i j i j I I Iλ λ≥ ≥ ∀ < = 。如果不计对角元

的排列顺序，每一个矩阵的奇异值分解是唯一确定的。

因此 Λ 矩阵唯一地表征了一个矩阵在幺正变换下的不

变量，也就是：两个两体纯态波函数是局域幺正等价的，

当且仅当它们对应的矩阵具有相同的奇异值分解。

2.4 张量的高阶奇异值分解与多体纠缠

体系的 LU 分类

本节我们重点说明多体纯态系统在局域幺正等价

性下的分类情况。类比于公式 (2)，两个量子多体态

和 ，在局域幺正变换下等价是指

 (12)
其中， 是幺正矩阵。类似的我们也有相应的系数

矩阵之间的关系式

(13)

可以看出量子态可以用一个复 N 阶张量 来表示，

就是量子态在表示基矢下的系数。

高阶奇异值分解是矩阵奇异值分解的推广这里我
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们介绍其基本方法。首先定义高阶张量 按某个指标

n 的矩阵展开

         (14)

此 时 为 一 个 nI 行 1 2 1 2 1n n N nI I I I I I+ + −× × × × × × × 

列 的 矩 阵。 以 三 量 子 比 特 的 张 量 为 例，

按第 1,2,3 个指标展开分别为：

     
(15)

高阶奇异值分解求法如下，求按每一个指标展开

后的矩阵 的奇异值分解，得出左奇异矢量构

成的幺正矩阵 ( )nU 。以三量子比特为例，也就是求

中的 (1) (2) (3), ,U U U 。求得

( )nU 后，高阶奇异值分解就可表示为

           (16)
这里 Ω 称为张量 的核心张量，也就是张量的

高阶奇异值分解相当于矩阵奇异值分解中的 Λ。

可以看出 Ω 和 同为 N 阶张量。定义张量内积

1 2 1 2

1 2

*,
N N

N

i i i i i i
i i i

A B a b〈 〉 ≡∑∑ ∑
 

 ，那么任何一个通过指定 Ω 的

第 n 个指标而获得的一个 N-1 阶张量 ni l=Ω 有如下性质
( ) 2, ( )

n n

n
i l i m lm lδ σ= =〈Ω Ω 〉 =                       (17)

其中
( ) || || ,

n n n

n
l i l i l i lσ = = =Ω ≡ 〈Ω Ω= 为 的奇异值。

回想两体纠缠态情形，我们很自然地设想能否以

核心张量 Ω 来表征任意量子态在局域幺正变换下的

纠缠类？事实是否定的。这是因为同一个 所对应的

Ω 并不唯一。这可以从以下两个方面看出。首先，如

果对第 n 个指标的张量展开的 的奇异值各不相

等，且 ( )nΩ 为其核心张量相应的矩阵展开，那么与其

差一个相位变换的 'Ω′ 也是 的核心张量 ( 即 'Ω ′ 也满

足 (17) 式 )。其次，如果第 n 个指标张量展开

的奇异值存在简并，那么这些简并的奇异值所对应的

核心张量间可以差一个任意的幺正变换。也就是说，

( ) ( )
( ) 1 ( ) ( )

nk n n
n i i n nu S=

 ′Ω = Ω ≡ Ω ⊕                (18)

也是 的核心张量 ( 即满足 (17) 式 )，
( )n
iu 是与奇异

值简并程度相应的幺正矩阵。显然，与两体纠缠情况

不同，这里对应于奇异值矩阵的核心张量并不唯一，

所以其不能用来确定不等价的纠缠类。

上面已经说明量子态所对应核心张量 Ω 不构成

纠缠态的类，也就是不同的 Ω 可能为同一纠缠类。

这里我们引入一种新的方法来利用 Ω 构造多体纠缠的

在局域等价性类。注意到，虽然每一个多体量子态都

对应不止一个核心张量，但是从 (18) 式中可以看出，

所对应的这些核心张量都满足了很好的对称性。也就

是说如果 Ω 是 的核心张量那么只有

               (19)

才也是 的核心张量。由此我们就有如下结论：

定理 3 核心张量 Ω及其所关联的对称群 S 构成

多体纠缠态纯态在局域幺正等价性的类。

换言之，如果两个多体纠缠态所对应的核心张量

不同且不能通过 S 相转化那么它们一定是局域幺正不等

价的。注意这里的 S 并不是任意的局域幺正变换，而是

与核心张量的矩阵奇异值的简并类型一一对应的。

实际中我们常遇到这样的问题：任给的两个

多体纠缠态，如何判断其是否局域幺正等价的？如

果等价它们之间的转化的幺正矩阵是什么？这两个

问题可以用我们介绍的方案非常有效地解决。设

任给的两个量子态为 ，

，我们可先求出其对应的核

心张量 Ω 和 ′Ω 。矩阵的奇异值分解是易于用计算机

完成的，所以核心张量以及转换至核心张量的幺正矩

阵都可求得，实际上目前的专业数学软件都包含计算

矩阵奇异值分解的子程序。现在我们要做的是判断 Ω

和 ′Ω 所对应的对称性 S 和 'S ′ 是否相同。如果 Ω 和

′Ω 按某个张量指标的矩阵展开中其奇异值有不同 ( 包

括重复度 ( )n
iµ ) 则 和 一定是局域幺正不等价的。

如果 Ω 和 ′Ω 按所有张量指标的矩阵展开的奇异值及

其重复度均完全相同，我们则需要判断是否存在 S 使

′Ω = Ω ，最终得到如下形式的方程

 
1 1

2 2

1

(1) ( )
1 1

(1) ( )
1 2

(1) ( )

0 0
0 0

·.

0 0
N m m

N
r r

N
r r

N
k k r r

u u
u u

u u

ω ω

ω ω

ω ω

′    ⊗ ⊗
     ′⊗ ⊗      =    
         ⊗ ⊗ ′     

 

 

 

 

   

 

 

 

 

(20)
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这里张量 Ω 和 ′Ω 我们都已转换为列矢量形式，并且

已经根据 S 矩阵直和形式做了相应的分段。(20) 式是

非常有意义的，因为 S 矩阵直和形式将一个复杂的张

量 Ω 和 ′Ω 的相互转化问题化为很多更小的张量的转

化问题。这些更小的张量的列矢量形式就是
ir

ω ，例如

(20) 式的第一行就是

                  (21)

可以看出，这又是一个张量的局域幺正等价性问题，

我们可以递归地对 (20) 式中的每一段矢量 ir
ω 重复地

使用高阶奇异值分解，最后就得出是否存在这样的 S
的结论。如果存在，那么 和 局域幺正等价而且

其连接矩阵实际上已经求出来了。相反如果这样的 S

不存在，我们就说 和 是局域幺正不等价的。这

里需要注意的是，在最后判断两个纠缠态是否是局域

幺正等价时，仅存在一种最坏情况就是所有粒子的单

粒子约化密度矩阵都是完全简并的。这里核心张量的

对称性 S 不再是直和的形式而是 N 个幺正矩阵直积的

形式。此时问题求解需要进一步的详细研究。

3 多体纠缠态在量子通讯中的应用

目前纠缠态已经成为量子信息处理的核心物理资

源，不同的纠缠态可以用来实现不同的量子信息任务。

在三量子比特系统中存在 GHZ 和 W 两种真实的三体

纠缠态。虽然目前尚无如何来度量多体纠缠的完整定

义，但一般意义上人们认为 GHZ 态是最大纠缠态，同

时它也是脆弱的纠缠态 (相对 W 态而言 )。因为，三

个粒子中任何一个粒子信息的丢失都会导致剩余的两

个不再纠缠，而 W 态在损失一个粒子时，剩余的两个

粒子中仍有残余的纠缠存在。此性质使 GHZ 态可用于

多体的秘密共享协议，而 W 态可用于量子存储器。

量子通讯主要涉及的内容和协议有：量子密钥分

布，量子隐形传态，以及量子超密编码等。量子密钥

分布最初可追朔到 1983 年威斯纳（S.Wiesner）提出

的 “ 量子钱币 ” 的概念。随后，班尼特（C.Bennett）

等人基于量子不可克隆原理提出了著名 BB84（发表

于 1984）协议来实现量子密钥分发。1999 年，人们

基于多体纠缠提出了量子秘密共享协议。这其中包括

两个方面，其一是量子密钥分布的一个多体推广；另

一个则如字面意思，即量子形式的信息只共享在授权

者手中的一个协议。同时要实现量子信息的广域传播，

量子中继和量子存储扮演着重要作用，而其中这两者

中多体纠缠都是不可或缺的。

量子隐形传态则是通过一个两体纠缠态可将一个

未知的量子态通传递至任意远处。多体纠缠态可以用于

实现多个粒子构成的未知量子态（它们彼此之间可能存

在纠缠）的远程传输。实际中要将一个系统的完整信息

实现隐形传态，可以通过超纠缠（一个粒子多个维度的

纠缠）或多体纠缠来实现。可以看出，多体纠缠是量子

信息技术实用化和可扩展化的必要物理资源，对其定性

和定量的研究是量子信息理论的一个基本问题。

4 总结

这里我们介绍了利用矩阵分解以及张量的高阶奇

异值分解来解决多体纠缠态分类的问题并简单列举了

它们在量子计算中一些应用。矩阵的分解是将纯态系

统的量子态转换为所谓标准型来进行比较的。而高阶

奇异值分解则是将多体纠缠态的局域幺正类完全列了

出来（可差一个特定对称性的核心张量）而大大简化

了判断两个任意多体纠缠态是否局域幺正等价性及等

价情况下的转换矩阵的计算。至此，三体的 SLOCC

分类以及多体的 LU 分类均可得以较好的系统研究。

由于纠缠态是量子信息应用的核心物理资源，可扩展

的量子计算依赖于多体纠缠态，因此对多体纠缠的完

全分类对探索具体物理系统的量子信息处理以及发展

新的量子信息应用都有着重要的实用价值。近年来量

子通讯已经逐步实现商业化，而其中多体高维纠缠在

量子密钥分布、量子隐形传态等都有着重要应用。
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