
9

量子通信专题

量子态的可分性与纠缠度量
费少明

（首都师范大学数学科学学院 100048）

1. 引言

量子纠缠是量子物理区别于经典物理的特征之

一，量子纠缠态在量子信息处理中起到关键的作用，

是许多量子信息处理过程中必不可少的资源
[1]
。例如

在量子隐形传态中，利用一对分别处于甲地与乙地的

纠缠粒子，可以把一个未知量子态从甲地传到乙地。

对量子纠缠理论及其应用的研究，已经把数学、物理、

计算、信息等许多领域紧密地结合了起来。

量子态的纠缠度的大小，与量子信息处理的成功

实现有密切关系。没有纠缠 ( 纠缠度为零 ) 的态称为

可分态。任给一个量子混合态，目前还没有一个一般

的可操作的方法，充分必要地判断它是否有纠缠。对

未知的量子混合态 , 怎样从实验上通过测量一些可观

察量的平均值来判断纠缠，所知更少。对于纠缠度的

度量，目前也只对两体情形有比较好的定义，且计算

极为困难，只有对两量子比特的情形或者某些特殊的

量子态有解析的计算公式。本文主要介绍量子纠缠理

论中的一些基本概念和已有结果，包括量子态可分的

定义，可分的判据，量子纠缠态的纠缠度的度量、计

算及上下界估计。

2. 从量子力学谈起

可分与纠缠是对量子态而言的，它们的定义是由

对量子态的测量结果给出的，下面我们先介绍量子力

学中的量子态与量子测量。

2.1 量子态

一个物理系统，所处的状态由量子态描述。量子

态可以分为纯态和混合态，纯态为 d- 维希尔伯特空

间 H 中的一个列矢量，记为 |ψ 〉，它对应的矩阵形

式为 | |ψ ψ〉〈 ，其中行矢量 |ψ〈 为 |ψ 〉 的共轭转置，

†| (| )ψ ψ〈 = 〉 ， †表示转置加共轭。矢量的长度归一

化为 1： | 1ψ ψ〈 〉 = 。

例如，一个量子比特的状态由二维 2d =（） 复

矢量描述，记 | 0〉 和 |1〉 为二维复矢量空间 H 的基

矢，比如，
0

|1
1
 

〉 =  
 

 ，
1

| 0
0
 

〉 =  
 

，则量子比特的

一般状态可以表为 | | 0 |1
a

a b
b

ψ
 

〉 = 〉 + 〉 =  
 

，其中

,a b∈为复系数，满足态矢量 |ψ 〉 长度为一的归一

化条件：
2 2| | | | 1a b+ = 。

多体系统的量子纯态则为张量空间 ...H H H⊗ ⊗ ⊗
...H H H⊗ ⊗ ⊗ 上的矢量。设 | i〉， 1,...,i d= ，为 H 的基矢量，

则有

...
, ,..., 1

| | ... ,
N

ij k
i j k

a ij kψ
=

〉 = 〉∑         (1)

其中 ...ij ka ∈ 满足归一化条件， ... ... 1ij k ij ka a∗ =∑ ，

| ... | | ... |ij k i j k〉 ≡ 〉⊗ 〉 ⊗ 〉 为 张 量 空 间 ...H H H⊗ ⊗ ⊗
...H H H⊗ ⊗ ⊗ 的基矢量。

例如，两个量子比特的状态 |ψ 〉 由 2 2⊗ 张量空

间 H H⊗ 上的矢量描述，一般可以表为

11 12 21 22| | 00 | 01 |10 |11 ,a a a aψ 〉 = 〉 + 〉 + 〉 + 〉 (2)

其中 ija ∈，
2| | 1ij

ij
a =∑ 。

纯态是混合态的特殊情形，当考虑多体系统中的

一个子系统时，该子系统的状态一般是个混合态，由

密度矩阵描述。密度矩阵 ρ是一个厄米 ( 共轭转置等

于它自己 ) 的、半正定 ( 特征值大于等于零 ) 的、迹

为一的矩阵。这样的矩阵总可以有纯态分解：

| |,i i ipρ ψ ψ= 〉〈∑ 0 1,ip< ≤ 1ip =∑ ， (3)

其中 | iψ 〉是归一化的纯态矢量。但是对于给定的密度
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矩阵 ρ，式 (3) 右边的展开形式不是唯一的。当 ρ的

秩为一时，ρ就是一个纯态所对应的密度矩阵。

2.2 量子测量

如果我们想知道处于某个状态的体系的有关信

息，就需要对该量子态进行测量。测量只能对可观

察的量进行，比如自旋、电荷、位置、动量等，每

一个可观察量对应一个自共轭算子。对于离散有限

维体系，可观察量即厄米矩阵，一个厄米矩阵 O 有

实的本征值 iλ ，对应的本征矢量 | iν 〉 构成一组完

备的正交基矢，任何一个态矢量 |ψ 〉 都可由 | iν 〉
展开。对态 |ψ 〉 测量 O，得到 的概率 ip 为 |ψ 〉
在基 | iν 〉 下展开的相应展开系数的绝对值平方，

(| | |)i i ip Tr ν ν ψ ψ= 〉〈 〉〈 。多次测量后得到 O 的

平 均 值

| | (| | ) ( )i i
i

O p O Tr O Tr Oλ ψ ψ ψ ψ ρ= = 〈 〉 = 〉〈 =∑ ， | |ρ ψ ψ= 〉〈 为对应于纯态 |ψ 〉 的密度矩

阵。这里投影算子{| |}i iν ν〉〈 构成O的一组测量算子，

满足 | |i i
i

Iν ν〉〈 =∑ ，其中 I 为单位算子。

一般而言，一个测量M 由一组正算子{ }iM 给出，

0,i i
i

M M I≥ =∑ 。对一个量子态 ρ 作测量 M ，

得到第 i 个测量结果的概率为 ( )i ip Tr M ρ= 。因此对

一个量子态做测量，人们将得到一组概率分布{ }ip 。

如果对一个量子态做两个不同的测量 M1
：

1 0iM ≥ ， 1
i

i
M I=∑ 和 M2

：
2 0jM ≥ ， 2

j
j

M I=∑ ，

就会有量子测不准关系的问题，比如这两个量不

能被同时精确测量，对一个量测得越精确，对另

一个量的测量误差就会越大。只有当存在测量 12M

： 12
ij ≥ , 12

,
ij

i j
M I=∑ ， 使 得 1 12

i ij
j

M M=∑ ，

2 12
j ij

i
M M=∑  成立时，测量 1M 和

2M 才是可以被

同时精确 ( 联合 ) 测量的。这种量子测不准关系可以

用来判断一个量子态的可分与纠缠。

 3.  量子态的可分与纠缠

量子态的分类，是通过对量子态测量，由量子测

量结果来刻画的。量子态的可分与纠缠，是针对两体

或多体系统来说的。如果对 A(B) 系统作量子测量，不

影响对 B(A) 系统测量得到的测量结果的概率分布，则

我们说系统 A 和 B 之间没有纠缠，它们处于可分态。

反之，它们处于纠缠态。

3.1 定义

对多体纯态 (1)，如果 |ψ 〉 可以表为各个子空间

上的单位矢量的直积形式：

1 1 1
| | | ... | ,

d d d

i j k
i j k

a i b j c kψ
= = =

    〉 = 〉 ⊗ 〉 ⊗ ⊗ 〉    
    
∑ ∑ ∑ (4)

则称 |ψ 〉 是可分的，也称完全可分，这时所有

子系统间没有任何纠缠，对任一单体的测量不影

响对其他子系统测量得到的测量结果的概率分

布。显然，对量子态 (4) 每一个子系统作基矢量

对应的投影测量 {| |}i i〉〈 ，得到的概率分布总是 
2 2 2{| | },{| | },...,{| | }i i ia b c ，和测量的先后次序没有

关系，互不影响。

一个两比特的可分纯态，可以写成以下形式：

1 1 2 2( |1 | 0 ) ( |1 | 0 )a b a b〉 + 〉 ⊗ 〉 + 〉 ，例如

1 1(| 00 | 01 ) | 0 (| 0 |1 ).
2 2

〉+ 〉 = 〉 ⊗ 〉+ 〉   (5)

处于该态的两个量子比特间没有量子纠缠，对第二个

比特测量，测得 | 0〉 和 |1〉 的概率分别为二分之一。

但是不管测得 | 0〉还是 |1〉，对第一个量子比特测量，

测得 | 0〉的概率始终为一。

写不成直积形式的态称为纠缠态，例如

1 (| 00 |11 )
2

〉+ 〉 .                    (6)

处 于 态 (6) 的 两 个 量 子 比 特 称 为 EPR(Einstein, 

Podolsky and Rosen) 对。如果 ( 投影 ) 测量量子态

(6) 中的第一个或者第二个比特，则得到 | 0〉 和 |1〉 的

概率都是二分之一。但若先测了第一个比特，假设得

到了 | 0〉，则测量后的两比特态为 | 00〉，这时候再测

量第二个比特，只可能测得 | 0〉。所以 EPR 对中的两

个比特，不论空间上相隔多远，对第一比特的测量，

会“瞬间”改变第二比特的状态，从而对第二比特的

测量结果依懒于之前对第一比特的测量结果，就算两

次测量的时间间隔很短，短到光也不能在该时间间隔
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如果把 | 0〉 和 |1〉 分别看成是一双手套中的左手

套和右手套，甲和乙的口袋中分别装了其中一只，本

来他们每个人的手套都有可能是左手套或右手套，但

是一旦甲“看”到他的是左手套，那么乙手里的必然

成了右手套，即使他们相隔很远。这样一种在量子力

学框架里看来似有“超距作用”的现象，应该在量子

引力的框架里有更合理的解释。

这种两量子比特纠缠态，实验上有多种产生方法，

例如让激光经过参量下转换片。原子中电子从高能级

跃迁到低能级时，发出的一对光子，由于角动量守恒，

会处于最大纠缠态 (| 01 |10 ) / 2〉− 〉 ，见图 2[3]
。

其中 | |j j j
i i iρ ψ ψ= 〉〈 是对应第 j 个子系统的密度

矩阵。

3.2 量子态的可分性判据

如何判别一个量子态可分或纠缠，是相当困难的

事情，目前只对一些特殊的量子态，有充分必要的、

可操作的判据。一般情形，多为关于可分的必要判据。

下面简单介绍几个比较重要的判据。

a). 正映照判据  把任意正 (本征值都大于或等于

零)的矩阵 N 映照成正的矩阵的映照Λ称为正映照，

即 0 ( ) 0N N≥ →Λ ≥ 。设两粒子 A，B 处于混合态

AB A BH Hρ ∈ ⊗ ，如果只对 B 粒子空间作正映照Λ
，而对 A 粒子空间作恒等变换 I ，则 ( ) ABI ρ⊗Λ 有

可能不是正的。但是从可分性定义 (7) 容易发现，如

果 ABρ 是可分态的，则 ( ) ABI ρ⊗Λ 一定是正的。一

个量子混合态 ABρ 可分的充分必要条件是它对所有的

正映照Λ， ( ) ABI ρ⊗Λ 都是正的。

不过要找全所有的正映照是十分困难的事情。

一个正映照的例子是矩阵的转置 T，从这个正映照，

我们有下面关于态可分的必要判据，即 PPT(positive 

partial tranglenspose) 判据，又称部分转置 ( 半 ) 正

定判据，或 Peres-Horodecki 判据：若 ABρ 可分，则

它的部分转置矩阵 0ATρ ≥ ，其中 AT 表示对 A 系统

做转置。部分转置矩阵为半正定的态称为 PPT 态，

可分态必定是 PPT 态，但是 PPT 态不一定可分。当

A BH H⊗ 的维数为 2 2× 或 2 3× ( 第一个空间维数

是 2, 第二个空间维数是 2 或 3) 时，PPT 判据是充分

必要的
[4]
。

b). 矩阵重排 (realignment) 判据  矩阵重排判据

与 PPT 判据有很强的互补性，设 ( )ijA a= 是 m n×
矩阵，定义 ( )Vec A 是由矩阵元 ija 排成的列矢量，

11 1 12 2 1( ) ( , , , , , , , , , )T
m m n mnVec A a a a a a a=     。

设 ( )ijZ Z= 是 m m× 分块矩阵，每一块 ijZ 都是

n n× 矩阵，重排矩阵 Z 是个
2 2m n× 矩阵，定义为：

( )11 1 1( ) ( ) ( ) ( ) T
m m mmZ Vec Z Vec Z Vec Z Vec Z≡   

。

重排判据说，如果 m n× 的量子态 ABρ 可分，则 ABρ

的重排矩阵

ABρ 的模 (奇异值和 )满足 || || 1ABρ ≤ [4]
。

关于可分的判据还有很多，例如控制判据，推广

图1 两个没有相互作用、相隔很远的粒子之间，可以存在量子关联，

对一个粒子的测量，会“瞬间”影响对另一个粒子的测量结果

内从第一比特所处的位置传到另一比特处。这两个没

有相互作用的比特之间，存在着一种量子的关联，见

示意图图 1[2]
。

图 2 原子中的电子从高能级跃迁到低能级时，发出一对处于最大

纠缠态的光子

关于混合态的可分性，可以同样由测量定义。如

果混合态 ρ 存在一种分解 (3)，其中每一个 | iψ 〉都是

可分的，则称 ρ 是可分的，否则称 ρ 为纠缠态。等价

地 ρ 可分也可以定义为

1 1 1| | | |,n n n
i i i i i i i i

i i
p pρ ρ ρ ψ ψ ψ ψ= ⊗ ⊗ = 〉〈 ⊗ ⊗ 〉〈∑ ∑           

 (7)
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的重排判据，值域判据，低秩密度矩阵的充要可分判

据，由 PPT 态的正则形式得到的判据，从密度矩阵的

Bloch 表示得到的判据，从量子力学测不准关系得到

的判据，协变矩阵判据，关联矩阵判据，通过实验测

量判断 2 2× 和 2 3× 混合态可分的充要判据，纠缠见

证，等等，可分性判据也可以通过一组特殊的测量 (

比如互不偏基 )得到。

4. 量子纠缠的度量

可分态的纠缠度为零，对于非可分态，则需要一

个合适的量来度量其纠缠度的大小。纠缠度量有很多

种，它们都必须满足：对可分态，其纠缠度为零；在

局部幺正变换 ( 即坐标变换 ) 下，纠缠度不变；在一

般局部操作下，纠缠度不增加。下面介绍几种主要的

纠缠度量。

4.1 形成纠缠度

形 成 纠 缠 度 (entanglement of formation)， 也

叫纠缠形成，是对两体系统定义的。对于两体纯态

| |ij
ij

a ij H Hψ 〉 = 〉∈ ⊗∑ ,其纠缠形成为 1 2 1(| ) Tr( log )E ψ ρ ρ〉 = −

1 2 1(| ) Tr( log )E ψ ρ ρ〉 = − ，其中 1 2 | |Trρ ψ ψ= 〉〈

为约化密度矩阵。对于混合态 | |i i i
i

pρ ψ ψ= 〉〈∑ ，

其纠缠形成为

( ) inf (| ),i i
i

E p Eρ ψ= 〉∑     (8)

其中 inf 表示对所有可能的 ρ 的纯态分解取极小。

由于对给定的密度矩阵，其纯态分解 (3) 有无穷多

种，计算 ( )E ρ 非常困难。当 H 的维数是 2 时，

即两量子比特情形，有
21 1(| ) ( )

2
CE hψ + −

〉 = ，

其中C 称为并发度 (concurrence)。两比特量子纯态(2)

的并发度为 11 22 12 21(| ) 2 | |C a a a aψ 〉 = − 。并发度本

身也是一种纠缠度量，混合态的并发度可以和 (8) 类

似定义，

( ) inf (| ).i i
i

C p Cρ ψ= 〉∑       (9)

计 算 可 得 1 2 3 4( ) {0, }C Maxρ λ λ λ λ= − − − ，

其 中 1 2 3 4λ λ λ λ≥ ≥ ≥ 为 矩 阵 ρρ 的 本 征 值，

( ) ( )y y y yρ σ σ ρ σ σ∗= ⊗ ⊗ ， yσ 是泡利矩阵。利

用纠缠形成与并发度间的单调关系，可得两量子比特

混合态的纠缠形成 ( ) ( ( ))E h Cρ ρ= 。

除了两比特情形，一些特殊态，如 Werner 态、 

Istropic 态及部分特殊高维量子态的纠缠形成，也可以

解析计算
[4]
。一般高维情形， ( )E ρ 尚无一般的公式，

文章
[5]
给出了 ( )E ρ 的下界估算。

4.2 并发度

对一般两体纯态 |ψ 〉，其并发度定义为

2
1( ) 2(1 Tr ).C ψ ρ= −          (10)

混合态的并发度同样地由 (9) 定义，除了对一些特

殊量子态，并发度 ( )C ρ 也没有一般的解析计算公

式。从部分转置及重排这两个可分性判据，可以得到

( )C ρ 的一个解析下界估计，另外从测不准关系判据、

协方差矩阵判据、关联矩阵判据也可以得到并发度的

下界
[4]
。

4.3 相对熵纠缠度

相对熵纠缠度定义为纠缠态 ρ 与其“最近”的可

分态σ 间的“距离”，

( ) inf Tr[ (log log )].R S
E

σ
ρ ρ ρ σ

∈
= −

它的几何意义很明确，对任意多体态都适用，但由于

可分态这个集合的“边界”不清楚，这个“距离”很

难计算。

4.4 负度

负度 (negativity) 是根据纠缠态的密度矩阵在部

分转置后有负的本征值这一事实定义的，两体纯态

| |AB ABρ ψ ψ= 〉 〈 的 负 度 为 ( ) (|| || 1) / 2AT
AB ABN ρ ρ= −

( ) (|| || 1) / 2AT
AB ABN ρ ρ= − 。如果 ABρ 可分，则其部分转置矩阵 0AT

ABρ ≥ ，

模 || ||AT
ABρ 为一， ( ) 0ABN ρ = 。对于一般混合态 ABρ ，

其负度定义为 ( ) min (| |)AB k k AB k
k

N p Nρ ψ ψ= 〉 〈∑ ，

其中极小取遍所有的分解 | |AB k k AB k
k

pρ ψ ψ= 〉 〈∑ 。

对于混合态， ABρ 只有一些下界估计。
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5.  结束语

量子纠缠态在量子计算、量子信息处理等方面

起到关键作用，量子纠缠理论的研究有着重要的意

义。本文简单介绍了量子纠缠理论中量子态的可分

性、纠缠度量及其估算。纠缠度量为研究纠缠在多

体系统之间的分配提供了工具，比如多体之间的并

发度会满足诸如单配性关系
[6]
。量子纠缠理论及其在

量子计算和量子信息处理中的应用，还有很多问题

有待进一步解决。

本 文 作 者 感 谢 基 金 项 目 NSFC 11275131 和 

11675 113 的资助。

参考文献

[1] M.A. Nielsen and I.L. Chuang, Quantum Computation and Quantum 
Information. Cambridge: Cambridge University Press, (2000)

[2] R. Horodecki, P. Horodecki, M. Horodecki and K. Horodecki, Rev. 
Mod. Phys. 81, 865-942 (2009)

[3] http://www.express.co.uk/news/science/614042/Quantum-
entanglement-experiment-Germany-Nature

[4] 图片改自 2001 年 R. Werner 教授波恩大学报告 PPT
[5] K. Chen, S. Albeverio and S.M. Fei, Phys. Rev. Lett. 95, 

210501(2005)
[6] X.N. Zhu and S.M. Fei, Phys. Rev. A 90, 024304(2014)；Phys. Rev. 

A 92, 062345(2015)

《现代物理知识》杂志隶属于中国物理学会，由

中国科学院高能物理研究所主办，是我国物理学领域

的中、高级科普性期刊。

为进一步提高《现代物理知识》的学术水平，欢

迎物理学界的各位专家、学者以及研究生为本刊撰写

更多优秀的科普文章。投稿时请将稿件的 Word 文档

发送至本刊电子信箱 mp@mail.ihep.ac.cn，并请将联

系人姓名、详细地址、邮政编码，以及电话、电子信

箱等联系方式附于文章末尾。

所投稿件一经本刊录用，作者须将该篇论文各种

介质、媒体的版权转让给编辑部所有，并签署《现代

物理知识》版权转让协议书（全部作者签名），如不

接受此协议，请在投稿时予以声明。来稿一经发表，

将一次性酌情付酬，以后不再支付其他报酬。

《现代物理知识》设有物理知识、物理前沿、科

技经纬、教学参考、中学园地、科学源流、科学随笔

她用物理的情趣，引我们科苑揽胜；
她用知识的力量，助我们奋起攀登！

欢迎投稿，欢迎订阅

和科苑快讯等栏目。

2017 年《现代物理知识》每期定价 10 元，全年

6 期 60 元，欢迎新老读者订阅。

邮局订阅 邮发代号：2-824。

编辑部订阅 汇款到： 北京市玉泉路 19 号乙高能

物理所《现代物理知识》编辑部； 邮编：100049。

需要杂志的读者，请按下列价格汇款到编辑部。

1992 年合订本，18 元；1993 年合订本，18 元；1995 

年合订本，22 元；1996 年合订本，26 元；1996 年增刊，

15 元；1997 年合订本，30 元；2001 年合订本，48 元；

2002 年合订本，48 元；2003 年合订本，48 元；2004 

年合订本，48 元；2006 年仅剩 4、5、6 期，每期 7 元；

2007 ～ 2011 年单行本每期 8 元；合订本每本 50 元；

2012 ～ 2013 年单行本每期 9 元，合订本每本 60 元；

2014 ～ 2015 年单行本每期 10 元。




