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复杂网络可控性的研究概况
聂  森  王旭文  汪秉宏

（中国科学技术大学近代物理系    230026）

引  言

   近年来，随着复杂网络研究的不断深入，人们

越来越关注于对复杂网络终极目标的探索，即如何对

复杂网络进行控制。如同一辆构造精密且复杂的汽车，

人们对汽车的驾驶和操控只需通过档位、油门、刹车

和离合这样几个简单的部件即可（如图 1 所示），那

么对于一个节点连边众多的网络，我们也希望通过少

量的外界输入来控制整个网络的运行状态，使网络的

运行结果为我们所用。例如在电力网络中，如何对

个别节点进行外界输入来达到调控整个网络的性能；

在基因网络中，如何有选择地对某些节点进行外界

输入或者干预来达到调控整个基因网络，从根本上

实现对一些疾病的治愈等。

虽然传统的控制理论对于系统的可控性能研究已

经较为成熟，但是对于复杂网络这样一个庞大的系统

进行精确控制还是一件非常困难的事情。虽然实际的

复杂系统大多数都是非线性的，但是这些非线性的系

统与其线性化系统是结构相似的。因此，复杂网络的

研究者们开始着手于将传统的控制理论与复杂网络的

研究思路相结合，深入并细致的进行复杂网络可控性

能的研究。

网络可控性的概念

对于一个复杂的系统来说，我们可以利用网络的

概念对其模型抽象化。用节点代表其中的各个组成部

分，用节点间的连边代表系统中个体的相互作用关系。

这样，即可把一个系统用网络的形式表示出来。对于

一个给定的线性定常系统，我们将其结构抽象成网络

模型如图 2 所示，图中的四个圆圈（节点）代表了系

统的四个组成部分，其中 x1，x2，x3，x4 分别代表着四

个组成部分的运动状态，而节点间的连边则表明系统

中各组成部分之间有相互作用，连边的权重 a21，a41，

a31，a34 一般代表着节点之间相互作用的大小或者重

要性，每个节点的连边数为该节点的度。外界的输入

u1，u2 分别通过 1 和 2 节点对系统进行控制。如果系

统对任意给定的初始状态 xo 和任意给定的终态 xf，在

输入 u 的作用下，在有限时刻 t 内达到 x(t)=xf，那么

这个系统是可控的。

系统的动力学方程为：

                   x Ax Bu= + ，x ∈ RN
，u ∈ RN

，             （1）
其中，x(t)=(x1(t), …, xN(t)) 是规模为 N 的系统在时刻 t

的状态，A=(aij)N×N 为系统矩阵，表明了系统中个体间

的相互连接关系，如果个体 i 和个体 j 之间有连边，

图 1    复杂系统（汽车）的外界输入
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则 aij 数值大小为边的权重，否则 aij=0；B=(bij)N×M，

M ≤ N 为输入矩阵，表明了外界的输入信号如何控制

作用于网络中的节点。图 2 中的系统矩阵 A 和输入矩

阵 B 分别如下所示：
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结构可控性

在传统的控制理论中，我们通常利用卡耳曼秩

判据来判断一个系统是否可控。对于线性时不变系统

（1）：

                C=[B, AB, A2 B, …, AN-1B]，                （2）                        

rank(C)=N。

若卡耳曼矩阵 C 满秩，则该系统可控。该判据为我们

判据系统的可控性能提供了理论方法，但是对于大规

模的复杂网络而言，计算卡耳曼矩阵 C 的秩是一件

比较困难的事情。首先，对于系统矩阵 A 中每一元素

aij，即网络中的边权数值难以获悉；其次，即使我们

获知了所有的边权，计算复杂度也十分的高，难以实

际应用。因此，对于复杂网络可控性的研究可以简化

为结构可控性的研究。

林庆泰（Ching-Tai Lin）在 1974 年首次提出结构

可控性的概念。结构可控性是指，若存在权重非零的

矩阵 A 和 B 使得卡耳曼判据成立，那么对于矩阵 A 和

矩阵 B 中不同权重的组合方式，除了全零状态及一些

病态情况，系统几乎都是可控的。满足这样情况的系

图 2    线性系统外界输入结构示意图

统我们称之为结构可控系统。如下图 3 所示，其中（a）

系统为结构可控系统，而（b）系统则无法满足结构

可控，其权重的组合方式是病态的。图（a）满足卡

耳曼可控秩判据，除非边权为零，否则矩阵 C 满秩，

而图（b）中边权的大小无论怎样选取，矩阵 C 始终

不满秩，系统不满足结构可控。

图 3    具有外部输入的系统结构可控性示意图

结构可控性大大降低了实际计算难度，使得基于

卡耳曼秩判据的网络结构可控性研究得以实现。

最大匹配与最少外界输入

对于一个复杂的网络来说，我们想要通过外界输

入将其从任意初始状态控制到任意的目标状态，那么

我们首先需要保证的是网络中每一个节点的状态都能

够被我们所控制。因此，我们需要确保外界的输入能

够传递到每一个节点。如同一堆缠绕在一起的多根毛

线，我们应该如何寻找到这些毛线的线头，从而理清

其中的曲折呢？                

2011 年，刘洋宇等人在复杂网络可控性方面做出

了开创性的工作，他们将网络的可控性简化为判定网

络的结构可控性，即只关注系统内部的结构框架、节

点间的连接方式，忽略网络中系统矩阵的边权。基于

图论的研究背景给出了寻找一个网络能控所需的最少

外界输入数目的方法，并得到了最少外界输入的解析

数值。他们发现有向网络中需要外界输入的节点数目

主要由网络的度分布决定，而确定一个有向网络最少

外界输入的问题则可以转化为求解该网络的最大匹配
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图 4    寻找网络的控制源头

问题。

有向网络 G 中边的子集为一个匹配，该匹配中所

有的边没有公共的起始或者终止点，其中边数最多的

匹配为最大匹配。若最大匹配中的边指向一个节点，

则定义其为匹配节点，否则为未匹配节点。一个网络

的最大匹配可以有多种形式，但是最大匹配集中边的

数目是固定不变的。对于网络来说，未匹配节点的数

目即为网络获得完全可控所需要的最少驱动节点数

目，通过对未匹配节点进行控制，外界输入会经过有

向路径传递至网络中的所有节点，进而实现网络的完

全可控。因此，我们称这些未匹配的节点为驱动节点。

对一个网络来说，其最大匹配的选择方式可能是较多

的，因此网络的驱动节点集合也可以有多种组合形式。

由于最大匹配集的边数不变，因此驱动节点的数目固

定。如图 5 所示，（a）、（b）分别为两个简单系统

的最大匹配与最少外界输入。其中，红色连边为最大

匹配集中的边，绿色节点为匹配节点，空心节点为未

匹配节点，即驱动节点。系统中每个节点均有独立的

上级节点，外界输入作用于驱动节点从而控制整个系

统。在图 5（a）中，左图为系统示意图，右图标明了

该系统的最大匹配集及最少外界输入，该系统的最大

匹配集仅有一种选择方式，而对于图 5（b），该系统

最大匹配集的选取有 3 种不同的方式，如右图所示。

在不同的最大匹配集选取下，系统对应的最少驱动

节点也有所不同，但是其数目固定。最少驱动节点的

数目通常可以作为一个指标来衡量系统的可控性能。

相关研究与展望

本文主要介绍了复杂网络结构可控性的相关概念

图 5    系统最大匹配与最少外界输入示意图

和研究方法。由于结构可控性忽略了网络中的边权且

只能计算有向网络的最少外界输入，在后续的工作中，

王文旭等人又提出了严格可控性，可以解析计算出具

有任意结构和边权的网络的最少外界输入，使得网络

可控性的理论更加完备；孙杰等人又研究了系统实际

控制中的问题，考虑了系统实际运行中的路径、能量

消耗以及工程计算等问题，将理论研究进一步推进实

践。除此之外，大量的研究关注于网络的能量消耗，

拓扑结构分析，网络的可控性能与鲁棒性能之间的关

系等方面，从各个角度分析并挖掘了网络结构可控性

能的内容，使得我们的理解不断加深。

复杂网络可控性的研究已经成为复杂网络中的一

个热点问题，研究方向也已经从单纯的关注网络可控

所需的最小输入节点数目扩展开来，人们开始关注多

层网络、时变网络、生物网络，以及实际控制系统等

更多元化的研究内容。我们研究复杂网络的最终目标

就是要实现对网络的调控能力，因此，如何能够将现

有的研究内容和结果应用于实际的控制系统必将成为

未来复杂网络可控性能的发展目标和方向。


