
( 续前 ) 图 7 是一张扩 展的相

图
,

对应于不同的
。 . e 二 2“

对应图上不同的点
.

它们被看

成是不同的吸引中心
.

从图 7

可以看出
,
分界线把相平面分

隔成不同的区域
,
从每一区域

中的任一点出发
,
轨线都流向

该区中心的吸引子
.

我们把这

样的区域叫做该吸引子的吸引

域 ( b a s i n o f a t t r a c t i o n
)

.

在

·

物理前沿
·

学部委员钱临赚教授主持

咸艺
,

旬毛过扫

图 7 中相邻的吸引域用有无阴影区分开来
。

( 3 ) 有阻尼有驱动力的情形

无阻尼的保守系统只是真实物理 系统 的一种 抽

象
,
实际系统总是多少有一点阻尼的

.

然而
,

从上面的

讨论中我们看到
,
只要有任意小的阻尼

,
就会把保守系

统相图 5a 的拓扑结构 (如闭合轨线
、

异宿轨线)完全破

坏了
.

所以保守系统都是(拓扑)结构不稳定的
,
或者

叫做非粗壮的
.

自治系统的相轨道不会相交
,
因为力不依赖于时

间
,

从任何初始运动状态出发系统的演化都是完全确

定的
,
即通过每一相点的轨线是唯一的

.

无周期性驱

动力时
,

单摆是一个一维的自治系统
,

其相空间是二维

的
.

加了周期性驱动力
,
它成了一维的非自治系统

,

相空间虽仍是二维的
,
但相轨道可以相交

.

若像 (的式

中那样增加一个变量 巾
,
把相空间扩展到三维

,
相轨道

就不相交了
.

如果又把三维投影到二维
,

相轨道仍旧

是相交的
.

为了便于显示
,

我们还是使用二维的表示

法
。

在任意大振幅下受驱动阻尼摆的运动十 分复杂
,

首先
,
用解析方法去解这个问题是不可能的

.

只能在

给定参量和初始值后作数值计算 : 其次
,
从无量纲的

运动方程( 3 )来看
.

有三个独立参量 : 阻尼 月
、

驱动力

的幅值 f 和频率 。详尽无遗地穷举
,
并计算出具有各

种参量组合的情况
,
也几乎是不可能的

.

再者
,
即使用

计算机把个别相轨道算出来
,
它往往在二维的相平面

上自相交叠缠绕
,

使人一下子看不出个所以然来
.

如

果在计算机屏幕上监视相轨道的发展
.

可以发现
.

起

初它有一段暂态过程
,
最后它将收缩到一个简单得多

的终态集上
.

今后我们将把注意力集中在终态集上
.

为了使读者得到感性认识
,
下面先给出一批计算结果

,

取参量值 月 ~ 1 / 4 , 口 ~ 2 / 3
.

f 则由小到大取一系列

数值
.

先看图 8
.

这里 了~ 1
.

0 25 (j 是以 摆锤重量 m g

为单位的 )
.

图的上部是相图二 下部是速度 0 的波形

图
.

除了波形发生畸变
、

且左右变得不对称外
,

最大的

新特点是出现了两个终态
,
各自分享着的相平面上一

定的初态
.

显然
,

两个终态都对应周而复始的周期解
.

现在来看图 , 一 1 4 ,

先只看每张图的上半相 图部

分
.

在图 9 中 f 增至 :
.

07
,
其薪特征是出现了二倍的

周期
,
即在驱动力的两个周期内运动才恢复原状

,

如此

周而复始地运动下去
.

图 10

鱼
坦

要
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,

口 = 2 / 3 ,

介 1
.

02 肠

图 8 单摆相图与波形的对称破映

中 f 增至 1
.

1 5 ,
情况就更复杂

了
,

相点貌似无规地游荡着
,
永

不重复自己走过的路
.

说它
“

貌

似”无规
,

是因为相点并不以连

续的概率分布在相平面上随机

地行走
,
它留下的足迹显然是

有某种内在结构的
.

图 11 和

12 分 别对 应 f 增 至 1
.

” 和

1
·

4 5 的情况
,
运动恢复了较简

单的形式 : 一倍和二倍的周期

解
。

与图 8 和 9 不同的是
,
其

运动不是往复摆动
,

而是单向

的旋转
.

当 f 增大到 1
.

47 时

(图 1 3 )
,
出现了四倍周期的旋

转运动
.

f 大到 1
.

50 时 (图
1 4 )

,
又出现貌似无规的运动

.

我们曾说
,
相图方法可把
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复杂运动的描绘简化
.

我们看到
,
它简化得还不够

、

特

别是遇到图 10 和 14 那种情况
、

因为有些倍周期运动

的倍数是很高的
,

其轨线看起来也可能很乱
,
一时较难

与非周期的运动区分开来
.

庞加莱还发明了另一种更

简化的描绘方法
,
叫做庞加莱截面法

,
用此法可较容易

地判断解是否周期的
.

让我们暂时按(钓式增加一个变量 申 ,
把相空间扩

大到三维
.

在 户方向每隔一个周期 2 , 取一个截面
,
如

图 1 5a 所示
,
也可以像图 1 , b 那样把相空间弯成一个

圆环
,

观察轨线穿过环上唯一截面的情况
.

这好像用

与驱动力同频的闪频仪来拍照
,

把一个连续的运动化

为在时间上离散的图象来处理
.

轨线下一次穿过截面

的点可看作是前次穿过点的一种映射
.

这截面称为庞

加莱截面
,
这映射称为庞加莱映射

,
若运动是简单周期

的
,
则相轨道每次都从同一处穿过庞加莱截面

,
即在庞

加莱截面上只有一个不动点 (见图 l , b )
.

如果运动是

二倍周期的
,
则在庞加莱截面上有两个不动点

,
四倍周

期的有四个不动点等等
.

如果运动无周期性
,
在庞加

莱截面上将有无穷多个点
.

图 , 一 14 的下半部是与上

半相应的庞加莱截面
,
用它们来判断运动是否周期的

,

以及几倍周期
,

可一目了然
, (为了能把庞加莱截面上

的孤立点看清楚
,

图中把它们夸大成矩形小斑
.

)

马3
.

自激振荡与极限环

自激振荡与受迫振荡不同
.

它是在非周期驱动力

的作用下所作具有确定振幅和频率的持久振荡
.

在数

学上相当于一个孤立的闭轨道
,

或孤立的周期解
,
即极

限环
,
这只有在非保守的

、

非线性的变阻尼系统中才可

能发生
.

保守系统中也有周期解
.

但不是孤立的
,

而

且是结构不稳定的
.

受迫振动系统是非自治系统
,
而

自激系统是 自治系统
.

一维的自治系统
,

我们可以在

二维的相平面上研究它
.

其外边的轨线向外扩展
,
里边的轨线向内卷缩

,
从两侧

背离它
.

此时内极限环内里边有个稳定的不动点
,

或

者叫汇点 ( : in k ) ,

其周围轨线是向里汇集的
.

下面我

们对于两种自激振荡各看一个例子
.

( l) 干摩擦引起的自激振荡

摩擦引起振荡的现象极为普遍
,
各种弦乐器 (如小

提琴
、

二胡等 )发音的机理都属此类
.

现在我们看图

17 所示较简单的模型
.

传送带以恒定速度
, .

前进
,

系

在另一端固定的弹簧上的物体受传送带摩擦力 I 的带

动而向前移
,
与此同时弹簧被拉伸

,
以更大的力向后拉

那物体
,
当此力超过了最大静摩擦时

,

该物体突然向后

滑动
,

于是弹簧缩短
,
向后拉物体的力减小

,

直到传送

带又能将它带动向前为止
.

如此周而复始
,
形成振荡

。

在这种振荡过程中弹簧是逐渐伸张
、

突然松弛的
,

其波

形如图 18 所示
.

这种振动属于张弛型 (r cl a
”

t i o n )

振动
.

以上便是干摩擦引起自激振荡大致的物理图象
,

下面作些较细致的分析

皮带

图 17 干摩擦引起自激振动的模型

图 1 8

张弛振动

a. 软激励 b
.

硬激励

图 16 自激振荡的相图

自激振荡有软硬两种激励方式
,

它们相图的结构

分别由图 场
: , b 所示

.

在软激励的情况里有一个稳定

的极限环
,

它外边的轨线向内卷缩
,
里边的轨线向外扩

展
,

从两侧渐进地逼近它
.

此时极限环内有个不稳定

的不动点
,

或者叫源点 (
“。ur 。“

)
,

其周围轨线是向外

发散的
.

在硬激励的情况有两个极限环
,

外边一个是

稳定的
,

里边一个是不稳定的
,
所谓不稳定的极限环

,

摩擦力 f 是相对速度的函数
,

其形式如图 19 所

示
,

是非线性的
.

该物体的运动方程为

‘了 + 丫‘ + 灸x . f( ‘ 一 “ .

) , ( 1 4 )

其平衡位置( , 二 0) 为
, 。 . f( 一 , .

) / 左,
这时弹簧的拉

力与摩擦力抵消
.

令
x ~ , 一 , . ,

上式化为

, 牙 + 行 + 反x = f (分 一 , 一

) 一 f ( 一
‘。 ) , ( 1 5 )

平衡点 分 . 0 附近上式右端可写为 厂( 一‘)分
,

移项

后得

, 分 + [行 一 f
’

( 一 , 。

)分〕+ 夜x = o ,
( 1 6 )

当 f
’

( 一 , .

) > 丫 时
,

阻尼是负的
,

即平衡失稳
.

这一点可

从摩擦力作功的角度来分析
.

如图 19 所示
, f

‘

( 一
, 。

) >

0意味着
,

摩擦力 f 在作正功的区域 (分> 御 里比在作

负功的区域 (分< 0) 里大
,

从而该物体在一个周期里

平均说来是获能的
.

如果所获能量大于阻尼所引起的

耗散
,
平衡就会失稳

.

但是这种情况只能维持到该物

体的速度 分 不超过
, 。,

一超过此限
,

摩擦力就反向了
,

阻止该物体的能量进一步积累
.

综上所述
,
这个系统

的相图应属图 1 6a 所示的软激励类型
,
在失稳的不动
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图 19 传送带的摩擦曲线与

康擦力的功
皿锤

图 21 祖父的挂钟

图 20 干摩擦引起振动的极限 环

点外有一个稳定的极

限环
。

要在相图上画

出这个极限环
,
只能

靠数值计算 ( 图 2 0)
.

极限环的上部平坦部

分对应于波 形 图 18

中沿斜线上升 部分
,

它反映物体随着传送

带一起走 (户 ~ , 。

) 的

而
‘
点的能量为 又 + ( A 一 l)

,

/ 2
,

振幅(即
‘

点的纵

坐标 )为 了兀几 十飞A 一 1 )丁汀 一 斌( A ‘ 讣
,
十 2、.

“ 也是以 B 点为中心的圆弧
.

‘,
为以 c (l

,
0) 点

为中心的半圆
.

设
,
点的横坐标为 一 才

.

则 才 。

0 毋 一 1 ~ C d 一 1 0 o d 一 2 ~ B d 一 3 二 B c 一 3 ,

斌( A 一 l )
, + 2又 一 3

.

如果从
‘
出发再绕一圈

.

将

得类似的结果
.

普遍地我们有从第
,

次到第
, 十 l 次

振幅间的迭代关系 :

A.
一 :
一 犷( A

一 l)
, + 2“ 一 3 ,

( 1 , )

令 A . + ,
一 A
一 言,

我们可以找到这个迭代关系的不

动点 g = 叼4 一 1 ,
达到此点意味着轨线进人极限环

,

即自激振荡状态(图 2 3 )
.

由于只有当存 > 1 时(即环

的左边缘在 B 点之左 )
,

极限环才会出现
,

这要求 又>

8 ,
即输入的能量太小了不行 (图 23 中取 又 “ 3 2 , 言。

7 )
.

此外
,
当初态落在图 23 原点附近的阴影区内时

,

系统的振动也激发不出来
.

这里阴影区的边界是个不

稳定的极限环
.

线段 B c 是个稳定的吸引子
,
阴影区

是它的吸引域
,
其外是稳定极限环的吸引域

.

所以
,
这

是一个硬激励的自激振荡系统
,

相平面上有个死区
,
把

重锤提上去钟也不走
,
还得拨弄一下钟摆

,
使系统跳出

死区
,
钟才开始走起来

.

伸张过程 ; 极限环卞部的曲线回程对应于波形图中的

陡峭下跌部分
,

这相当于物体摆脱摩擦力的控制后而

回弹的松弛过程
.

极限环的形状和大小完全由系统的

参量决定
,
它唯一地确定了振荡的幅度和周期

,
即自激

振荡的振幅和频率是由其自身的性质决定的
.

( 2 ) 祖父的挂钟 ( g
r a n d f a t h e : ’、 c l o e k )

钟表机构是典型的自激振动系统
.

老式挂钟是以

重锤的势能为能源的 (见图 2 1 )
,
摆的上端装有擒纵机

构
,
在每个周期的特定相位上能量通过它输人给钟摆

.

除擒纵轮推动的一刹那
,

摆的运动方程可采用( 1 3 )式
,

作两点变更 : 1
.

用小角度近似
, 碗n e 兰 e 。 2

.

假设干摩

擦与速度的大小无关
,
只与它的方向有关

,
因而将式中

的 百换成
s 还 (幻

.

这样
,
我们就可通过变量代换 el

2召“ e 将该式进一步简化为

0 士 1 + e ~ 0 , ( 1 7 )
式中 口> 。时取 十号

, 日< 。 时取一号
.

上式又可写为

( e 士 1 ) ” + ( 0 士 l ) = o ,

( 1 8 )

此式所给出的相轨道是以 ( 0 二 千 1 , e 二 的 为中心

的圆弧
.

每当 e = 一 1 , e > 0 时系统受到擒纵轮一次

冲击
,

能量突然增加一个数值 几( 又> 0)
.

于是由相图
2 2 中

。

点出发的轨迹为
。
bc 介…

,

其中
。 b 为以 取 一 l ,

0) 为中心的圆弧
,

故 b 的坐标为 ( 一 l , 汉一 l )
.

在 占处

能量增加 又,
跳到

‘

点
.

简谐振动的能量等于振幅平

方之半
, b 点的振幅为 才 一 1。 能量为 ( 才 一 1 )2 / 2 ,

从

(一 7 , 0

图 22 挂钟的相图 图 23 挂钟的极限环

5 4
.

奇怪吸引子和混沌

( l) 耗散系统相空间的收缩

我们在 5 2 里看到
,
阻尼摆的相图中相邻的相轨

道有逐渐靠拢的趋势
,
而无阻尼的情况则无此现象

.

在

相平面内取一面积为 ‘ :
的相元

,

随着其中相点的移

动
,
此相元除移动和变形外

,
在耗散系统中其面积 。 :

要缩小
,
最后到达平衡点时

, ‘
一

。
.

周期驱动力的存

在并不改变这一结论
.

对于自激振荡系统情况也是这

样 , 整个吸引域收缩到极限环上
,
面积也趋于 0

.

相空

间收缩的道理可用图 2 4 来说明
.

以二维情况为例
,

在

相平面上取一边长为 ‘x
和 ‘分的矩形

.

经时间间隔

由 后它移到的新位置
,
在图中用虚线表示

.

其左右竖

边横移的速度 分不依赖于空间坐标
: ,

故其间距离 二 x

不变
.

然而
,
若力 F 与速度 户有关

,
则上下两横边移动

的速度 , ~ F / 。 将不同
.

(待续)


