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” 就是这样的康托尔集合
,

洛伦茨吸引子的截面也属于

这类分形集合 可见
,

奇怪

吸引子在几何上是 分形的
,

刻划它的一个指标是它的分
形维数 混沌和分形的概念

同是在七十年 代发 展起 来

的
,

起初似乎波此无关
,

后

来才发现
,

原来它们在数学

上是表兄弟
,

有着密叨的血

缘关系

续前
分形点集的维数有许多种定义

,

其中一种是容量

维数 取边长为 的
, 维小方

盒 一维时为长度等于 的线段
,

二维时为边长等于 “

的正方形
,

三维时为边长等于 日的立方体
,等等

,

设覆

盖该点集所需小盒的最低数目为 约 对于通常我

们所熟悉的规则形体
,

的 是不难计算的 例如
,

覆

盖一很单位长度的线段需要 “ ‘ “ 个小盒
,

覆

盖 一个单位边长的正方形需要 习 。 ’ 个小

盒
,

覆盖一个单位边长的立方体需要 “ ‘ 产约
’

个小盒
,

等等 可见维数 可定义为

现在让我们回过头看 蛇 中讨论的单摆运动 在

图 和 中相轨道和庞加莱截面的长期特征都呈现

了貌似无规的游荡行为 这是个混沌吸引子吗 它们

是否具有分形结构 图 ,
, , 。 分别给 出参数 为

, ,
月 , 。 时庞加莱截面在不同放大

图 用压缩映射构造

分形集合

二
￡

环 吕
’

这定义可推广到分形点集上
,

作为其容量维数的定义

数学家们人为地构造出许多分形来
,

它们的维数

是可以严格计算出来的 标准的例子是康托尔
“

集合 见图 取一单位长度的线段
,

将它三等

分
,

除去中间那段
,

留下左右两段 下一步将剩下的两

段如法炮制 , 即三等分后除去中间一段 将此操作无

限地重复下去
,

所剩点集即为康托尔集合 显然
,

对于

这个康元尔三分集合
, ” 与 的关系如下

‘

笋笋

气气希希刽刽刽刽岁尸尸间间

吸吸吸
图 康托尔三分集合

二二 均均

二二

一一
、

几
’

于是得康托尔三分集的维数为
才 些业 留 。 ‘ 。, ⋯

七述构造康托尔集合的方法
,

是一种压缩映射的

特例
,

该法把图形的整体分别压缩地映射到它的几个

局部也围
,

再以每个局部作为整体重复此操作
,

反复迭

代
,

以至无穷 见图 这样得到的分形可看做是广

义的康托尔集合 显然
,

斯梅尔线圈的横截面 参考图

勺 之

、、
、

味办办
‘

任 上
, ,

多
,

夕

用小盒覆盖法求分形维数

图 单摆混沌吸引子

的分形结构

倍数下的变焦特写 这

组参数与图 认 中参数

的差别只是阻尼 月小了

一半
,

看起来它是具有

无穷细 微的 分形 结构

的 如果我们用小盒覆

盖的办法去测它的容量

维数 见图
,

所得结

果是 二 土 。

李稚普诺夫指

数

混沌吸引子的初值

敏感性可以用李雅普诺

夫指数很 好地 刻 划 出

来 在运动过程中一对

相邻相点之间的距离 。

随时间 , 变化着
,

一般

说来变化是指数 式的
,

即

兰 “ ,
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不过在多维的相空间里
,

沿不同的方向指数 又往往是

不同的 若在某时刻在一个相点周围取一球形邻域
,

过一段短暂时间后它将变成椭球 图
,

在它的几个

主轴方向上的指数 又‘ ￡
, ,
⋯ 称为李稚普诺夫

指数 李雅普诺夫指数可以是局域的
, 也可以是全局

性的 计算全局性的李雅普诺夫指数时需要沿相轨道

作平均 在 几, 的方向上相空间伸展
,

在 又, 的

方向上相空间收缩 如 参 中所述
,

耗散系统的相

空间体积是收缩的
,

不管有无驱动力
, 具有线性阻尼的

动力学系统相体积收缩的指数是 一 丫 或用无量纲的

方式表达
,

为一 口 受迫振动的相空间是三维的 参见

图中所有李雅普诺夫指数之和等于 一 民

又又

—
一

——
下

徽积报妞橄麟裕

一份
驱动循环数

口二 , 。 二 , 混沌

图 单摆的李准普诺夫指数
￡ 泥

图 李准普诺夫指数

络 ,

其中有三个李雅普诺夫指数
, 几 , 又 和 只

, 它们

之和应等于相体积的收缩指数

又 久 又, 二 一 月,

所以不可能三个李雅普诺夫指数都是正的 在同一轨

道上的相点
,

后者跟随前者亦步亦趋
,

故沿相轨道方向

的李雅普诺夫指数 譬如叫它 又 平均起来总是等于 。

的 对于周期解
,

吸引子为极限环 其余两个李雅普

诺夫指数都是负的 对于混沌解
, 吸引子是奇怪吸引

子 ,其余两本季雅普老夫指数一正一负 正李雅普诺

夫指数意味着初值敏感性
,

是奇怪吸引子和混沌运动

的象征 图 和 给出用计算机计算单摆李稚普诺

夫指数的情况
,

在曲线的开头有一段哲态过程 其后

趋于定值
,

图 的参量为
, 一 , 。 二

,

运动是周期性的
, 又 和 久

,

皆负 图 的参

马 走向埋 解

混沌之路 一 —
倍周期分岔

上文努力刻划

了一下 什么是 混

沌
,

然而并未说明

产生混沌的机制是

什么 下面用三节

篇幅 回 答 这 个问

题 回答清楚这一

问题不大容易
,
因

为这将受到我们当

前的 认 识 水平 所

限 这里罗列的几

点带 有 举例 的性 图 摆面旋转的 摆

一一

饭一
一

——
一
勺 月网两 , 一

一 口 一 一一曰 一一一

一一

厂厂

质
,

它们并非彼此互不相关

分岔
。。

是微分方程理沦中的一个名

词
,

最初可能是庞加莱提出来的 在此之前德语中已

出现 ‘
一词 大概是 雅可比最先使用

的
,

二者都包含一分为二 卜
,

的意思 后

来这个词的含义被推广
, 现已泛指在一个动力学系统

中
, ‘

气控制参量改变时
,

其相图发生拓扑结构的突然变

它 所以分岔的概念常与突变
。 。 , 。 。

或动力

学相变 ‘ 混用

细分起来
,

分岔有许多种 全面地介绍分岔概念

本身不是本文的任务
,

下面只谈叉式分岔
、

霍普夫分岔

和倍周期分岔三种

叉式分岔

看图 ”的例子 摆的水平轴 滩 以恒定角速度
。转动 摆偏离铅垂线的角度用 来表示 此摆的运

动方程为
仍 二 一 份 日 一 功 田 夕

兰 。 一 一 , 一 口

上式右端第一项为重力 第二项为惯性离心力 此弄

︸门件白任氏

一一

叙概报餐枷妈排

一

一

驱动循环数

月 , 。 , 一 一 周期性运动

图 单摆的李雅普诺夫指数

量为 ,
, 口 , 。 ,

运动是混沌的
,

几 , 久 一正一负 可以验证
, 在计算误差范围之内 , 两

卷 一 期 总 期



统的势能为
。 , 一 召 一 , 咚 ’。 , 一 乡、

二
等

‘田 一 一六
“ 山 一 。。“

·

, , ,

砂 曰 。

行瓦二介羊
一

水一厂
一 一

︸

工工一夕和

图 霍普夫分岔

图 势能曲浅

不稳定

稳定

稳定
公

稳定
厂

不稳定
万 尸 一一一 一一 一

图 叉式分岔

在一个动力学系统中当控制参量 又改变时 , 一个

平衡态失稳
,

同时长出一个极限环来 见图
,

这种

分岔叫做霍普夫分岔 在 邪 中讲的软激励的自激振

荡就属于这种分岔行为
, 在那里我们已经较详尽地介

绍过了
,

此处只提出这个名词
,

不再多作讨论

倍周期分岔
一

年法拉第观察到
,

一个浅容器以频率 。在铅

直方向振荡时
,

其中的水以 。 的频率振荡
,

这便是

听谓次谐波 瑞利在他的名著
《声学

原理 》里对这类现象

进行了理论分析
,

并提出另一个产生次谐波的简单实

验 瑞利的袋置如图 所示
,

一根弦一头固定
,
另一

头服在音叉的一脚上
,
以频率 , 作纵向振荡 弹拨此

弦
,

它将以频率 ‘ 作横向振动 无论多么弱的非线

性都可以产生基频整数倍的傅里叶谐波
,

但分数频率

的次谐波却是一种闭值现象
,

非线性不达到一定程度
,

它是激发不起来的 这一点是二者最重要的差别
, 也

是次谐波现象更为费解的地方 年
,

人们用现代
上式右端第一项为重力势能

,

第二项为惯性离心力的

等效势能 如果摆的质量
、

摆长等为常量 , 而取 。作为

系统的控制参量
,

则不同 。值下的势能曲线如图 所

示 用 ‘
。

代表 的平衡值
,

即势能取极值的位置
,

则
。

和 。的关系如图 所示 当 。较小时 ,势能曲线在

当中有一个极小值
, 。

当 。 渐增跨超临界值 。

时
,

势能原来的极小变成极大
, 两侧各出现一个新的极

小值 亦即街位置
。 。 失稳

,

同时出现两个新的

平衡位置 在
。 一 。 图上呈现叉状分岔曲线 这便

是叉式分岔现象 。的临界值可由 式中 项的系

数等于 。来确定
,

由是得 。一 丫奋万
一 跨超临界值

。 后的平衡位置亦可由 式的极小值位置求得
。 士斌 。 , 一 。二 。 ,

一 。二

以上例子是由一个不动点变到两个不动点 像图

所示单摆的受迫振动由一个极限环过渡到两个极限

环
,

也是一种叉式分岔行为

霍普夫分岔 。

图 瑞利的次谐波实验—
一

弦的参量振荡

化的手段重复了法拉第的实验 ,得到的不仅是二分频
,

还有
, , 斗 , 等一系列分频

,

它们各有自
己的闯值

,

分数频率意味着周期倍化
,

故在控制参量

达到一个闭值时激发起次谐波的现象
, 又叫倍周期分

岔 为什么 年后科学家们还要精心地重做法拉第

的实验 因为人们已经知道 ,

一系列的倍周期分岔预

示着浑沌的到来

在 蛇 中我们已经看到单摆的倍周期分岔行为 图

现代物理知识
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混沌区

第一次显示了倍周期分岔现象
,

从图 过渡到图
,

也是一次倍周期分岔 图 则显示了再一次的倍周期

分岔
,

形成四倍周期的振荡 到了下面的图
, 运动

已进入混沌状态 单摆究竟还是太复杂了一点
, 它是

怎样通过一系列倍周期分岔进入混沌状态的 细致的

过程这里不易看清楚
,

有必要借助更简单的数学模型

典型的模型是逻辑斯谛映射

逻辑斯谛映射 是个生态模型 设

想有一种无
一

世代交替的昆虫
,

在一个有限的环境中生

息繁衍 令
‘
代表第 ‘代种群的总数

, 。

代表环

境能够支撑和供养种群欲量的最大限额
,

则 ‘ 二 ‘

。

为约化的种群数量 如果无环境的限制
,

子代种群

数鼠 翔 将正比于杀代的种群数量 翔 为了反映出

环境的限制
,

我们假定
二‘ 还正比于 一 翔 于

是得到
‘ 二 几‘ 一 、 , ‘ 。 , 一

这迭代关系就是逻辑斯谛映射 给定一个初始值
。 ,

代 仪上式的右端
, 即得左端的

二

再把
,

代人右端
,

茹厂亡一
几

图 , 逻辑斯谛映射的倍周期分岔序列示意图

即吸引子 在图 。 的情况里
,

参数 又“
, 迭代趋

于一个不动点
,

即抛物线与对角线的交点 到了图

参数 又增至
,

迭代的终态在一 个长方形上

循环 ,

亦即
‘在两个值之间往复跳跃

。

这是一个二周

期解
,

对应于连续动力学系统中的极限环 所以
,

从图

到 《 中间发生了一次霍普夫分岔 图 〔
。

是 几 , ” 的情况
,

最终

八﹄吕
吮

,孟︺

厂厂

杯气气杯

,

工

还 不动点 厂厂厂注 二周期

尸尸气气三
别

干

粉

叠叠叠滩 一 只四 期

。

几 混沌

图 逻辑斯谛映射的 去代图解与终态集

, ‘ 在四个值之间循环跳 跃
,

即终态集是个四 周 期 解 这

里发生过一次倍 周期分岔

图 嘴 参量为 又 ,
,

看

起来已经进人了混沌区

由于逻辑斯谛映射的计

算非常简单
,

人们对它步入

混沌区的过程研究得非常细

致
,

计算表明
,

第一次分岔

发生在 几 的地方
,

其后

发生一个无穷系 列 的 倍 周

期分岔
,

相 应的 参数值 为
, ,峪斗 , 斗, ⋯ ,

其

间间隔越来越小
, 到了极限

值 又 , , 的地方进人

混沌区 见图 在 入从
, 到 的参数范 围 内

情况是极为复杂的 这里基

本上是混沌区
,

但在其中有

又得左端的
二 如此等等 一直迭代下去 这里只

用便携式的计算器就可以计算
,

比解单摆运动的微分

方程简单多了 迭代过程还可以用图解来用示 图

中的抛物线代表 式右端的迭代函数
,

对角直线代

表 “
、 ‘的关系 给定一个初始值

。

譬如
,

作竖直线遇抛物线于高度 然后作水平 线 将 此 高

度移植到对角线上面
,

再由此作竖直线遇抛物线于高

度 如此等等
,

反复迭代下去
‘

从任何初始值出发迭代时
,

一般有个暂态过程 但

我们关心的不是暂态过程 而是它所趋向的终态集
,

无穷多个周期解的大小窗 口
,

窗 口 里又有无穷多个倍

周期分岔系列 这些情况可在图 中看出来 此图

反映的是逻辑斯谛映射的终态集随参数 久 变 化的 情

况
,

它叫做映射的分岔图 作

为对比
,

我们把单摆以驱动力强度 为参量的分岔图

也并放在这里 图 可以看出
,

它们都有无限丰富

的分形结构 定性地说
, 两者何其相似乃尔 待续

卷 期 总 期


