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从单摆到混沌学
部委员钱临照教授主持

·

物理前沿
。

逻辑斯谛映射的分岔图 图 单摆的分岔图

续前
年费根鲍姆

· , 发现了有关

倍周期分岔系列的一些性质 用 板 代表第 无次分岔

出现时的 入值
, 则相继分岔间隔之比趋于一个常数

又,
一 又, , , , ‘ ,

‘二 ‘ ‘二二二 百 二留 任 一 , ‘ , ‘ , , , 一
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最令人惊讶的是此常数 占并不限于逻辑斯谛映射
,

对

于所有光滑的单峰映射
, 如正弦映射翔一 一肠 “ ‘

,

得到的 占值精确地相同 这就是说
, 占的数值只依赖

于单峰迭代函数极大值处的二次展开性质
, 与函数的

其他细节无关 占现已命名为费根鲍姆 常 数
,它反映

了沿倍周期分岔系列通向混沌的道路中具有的某种普

适性
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图 吕 利布沙伯在液氮对流实验中发现的

倍周期分岔序列

逻辑斯谛映射之类的单峰映射是较简单的数学模

型 ,人们自然感兴趣
,

在真实的物理实验中是否也具有

这种普适性 年利布沙伯 比 做了

一个极为精致的液氦对流实验
,

也在其中发现了倍周

期分岔系列 见图 呼
,

他当时感到大惑不解 , 年

他和费根鲍姆进行了接触 , 知道了普适性这回事 他

验算了自己的倍周期分岔实验数据
,

所得结果确实和

费根鲍姆常数还是比较接近的 看来混沌不是纸上谈

兵
,

而是实验事实 那么单摆的情况怎么样 其分岔

图 给出的倍周期分岔序 列 为
, ,

。, 由此算出的费根鲍姆数 占 士 ,

在计算误

差范围内可算得是与逻辑斯谛映射一致的 混沌现象

中的普适性
,

增强了我们对简单数学模型的信心

走向理解混沌之路 二 —同步银模
同步现象 有许多其他叫法 ,如

锁相
一 ,

锁频
一

或

锁模
“ “ 等 世纪荷兰物理学家惠更

斯注意到家里木板墙上两挂钟较近时会互相影响而同

步 瑞利观察到两风琴管靠近时音调一致
,

较远时则

发生差拍 在电机工程技术中
,

工程师们用频率较准

的石英振子来使电机同步 在涉及两个频率的动力学

系统中同步是一种比较普遍的现象
,

但两振动模式之

间必需有非线性的藕合 最先将同步现象与混沌联系

起来的是拓朴学家们

从天文到气象
,

湍流在许多科学分支都非常重要
,

在工程技术的实际问题中它也占有重要地位 湍流可

以摧毁水管或输油管道
,

折断轮船的螺旋桨
,

或造成飞

机失事 但由于问题太复杂
,

长期以来人们对湍流的

赵凯华 , 北京大学物理系 , 邮编 。。
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本质懂得甚少 苏联物理学家朗道认为
,

如果能把开

始发生湍流的机制彻底搞清楚
, 则会对这个间题的解

决带来新的希望 在一个高速运动的系统中产生最常

见的失稳现象是发生抓动
,

亦即出现一种新的振荡模

式 朗道认为 , 湍流起初是由三到四个不同的周期运

动重叠在一起形成的 待湍流充分发展时
, 周期运动

的数目已积累到无穷多 以上理论是朗 道 年 提

出的 按 中已给的概念
,

从运动失稳而产生新 周

期运动的现象叫做霍普夫分岔
, 这概念是霍普夫

年提出的 , 他沿着朗道的思路做了更细致的研究 现

今人们把这样一种从不断积累新周期运动走向湍流的

设想叫做霍普夫
一
朗道道路

霍普夫
一

朗道走向湍流的道路被广泛地接受 了 三

四十年
,

到了六七十年代一些拓朴学家开始对它怀疑

了 设想在某个动力学系统中有频 率 分 别 为 。 和
。 的两个周期运动

, 以它们的相位 和 口 为变量

作二维相图
,

和 口 都是以 二 为周期的
,

取约化

变量 二
, 二 和 二 氏 二 将更为方便

, ,

的

相图可以是平面上的一个单位正方形 见图
,

也可

以将正方形的对边接起来
,

形成一个环面 如果两个

周期运动之间无相互作用
,

而它们的频率之比又为有

理数
, 即 。 。 户《

, 为互不可约的整数
,

则轨

线在
,

方向绕 圈的同时在
二 方向绕 圈

,

然 后

闭合起来
,

恢复初始状态 亦即
,

这时运动仍是周期

的
。

如果频率比 。 。 为无理数
, 则无论绕多少圈轨

线也不会封闭
,

当然对于一个自治系统轨线也不会自

我相交
,

于是它将稠密地分布在二维的环面上
, 永不重

复已走的路 见图 , 这种非周期的运动叫做 准 周

期运动 拓朴学家派克索托
· ·

于

年证明了一条定理
,

说环面上的准周期运动不是通有

的运动形式
, 通有的运动形式是环面上具有有限个不

动点和极限环 换句话说
,

准周期运动在拓朴上是结

构不稳定的
,

稍有参量的变化
,

譬如引入微弱的相互作

用 ,

它就会过渡到某个周期解
,

即两频率之比变成某个

与原来接近的有理数 这便是锁频现象 锁频作用使

不同频率周期运动的数目不可告无限地积累下去 下

混沌和湍流 这正是 与 中提到的茹厄勒和塔肯斯 的

设想
,

现今世称走向湍流的菇厄勒
一

塔肯斯道路

为了说明从同步走向混沌的道路
,

单摆的例子还

是嫌太复杂了一点
,

我们从如图 所示的弹簧水滴系

统入手 在弹簧下面挂一水桶
, 桶底有一小洞向外滴

水
, 上有水的补充以保证其中水量基本不变〔一个颤动
的滴水龙头 见图 也可看作是这样的系统 〕

通水礴

图 列 弹簧水滴系统 图 两水的龙头

如果小桶静止
,

水滴的质量 , 随时间 变化的规

律如图 绍
。
所示

,

它以线性率 ‘ 增长到某个表面张力

不再能支持的临界值 。。 时
,

水滴便滴落下来
,

突
跳回零 显然

,

静止液滴滴落的时间可福为 一 、
‘

当小桶上下振动时
,它有一个周期性变化的加速度

,

其

周期 由弹簧的劲度和水桶的质量决定 见 图
,

喇
伺 水捅撮动访况

全 扮 石, 你
卜写粼叫

巾
脚《

井
助

倒 水扬振动请祝 丫嘴
一

尸
不相等

图 , 两个可公度频率 图 , 准周期运动
合成周期运动

边我们将看到
,

少数几个周期运动经过锁频
, 也可走向

图 水滴脱落的同步问题

这相当于在水滴的重量上附加一个周期性的惯 性 力
,

从而等效的临界质量可写为
,【 , ,这里

是个周期为 的函数 为了无量纲化
, 用 了来约化时

间
, 用 ‘丁 来约化质量 。

,

则质量的增长率为
,

临

界质量为 了 ,

这里 二

相当于以 “ 约化了的相位 相继两次滴水时的相 位

关系可由图 求出 图中由时轴上 点 出 发 的 护

斜线代表水滴质量的线性增长
, 顶部的曲线代表有效
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整数

试

月皿侣山,百
‘夕,

灯 节几 整数

无童纲时间

图 , 水滴脱落的锁相条件

质量 两线相遇于 点
,

水滴滴落 此时在水平时轴

上的位置为 点 图 , 呼给出下列几何关系
二 一 戈‘ 翔 某整数

,

, ‘ , 又 某整数
,

其中 几二 州
·

代表非整数部分 由于
,

得历次滴水时相位的递推关系
‘ , 二 ‘ 几 ‘ ,

由此可倒解出
矛 ,

中 ‘ , 又 ,

迭代可利用图解的方法进行 由于 ‘ 是在 。到 之

间循环变化的
,这种映射叫做圆周映射

圆周映射的特征与迭代函数的细节没 有 太 大 关

系
, 只要是周期函数

,

性质都差不多 我们把它取成正

弦函数的形式
二 , ‘ 。一 “ , ‘ ,

它含有
, 。 两个参量

先略去非线性项
,即令 二 ,

上式简化为
“ ‘ “ 。 , ,

图 给出用此式进行迭代的 情 况
。

在 图 ” 中选
口 “ “ ,

从初始值
。 。 出发绕了两圈

,

经过五次迭代
, 回到了原处 显然

,这是个周期解 在

图 ” 中选与上面接近的无 理 数 口 二 。
,

二 ,

迭代总不能精确地回到原处
, 无法闭合 这是个准周

期解 待续

,今,祝今
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图 , , 线性圆周映射的迭代图解
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物理信箱一答黄用 同学
黄明同学 你好
看了你来信中所提的问题

,

我认为这是比较典型

的冲量间题
。

物理老师的解法是选取大地为参照物
,

解法简便

正确
,

你的解法初看似乎有道理
,

但我认为你忽视了一

点
, 即选取参照物的条件

,

在中学物理中
,

参照物均选

取惯性参照物
,

惯性参照物一般来说是满足 。 。 或
口 二 的物体

, 即作匀速直线运动的物体 睁止物体是

其中的特例 你所选的 初速度 ” 。,

末速度
『半 。,

在整个过程中速度发生了变化
,

所以不是惯性
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