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, 图中的阴影区为

锁定区域
,

它们用前

苏联数学家的姓名形

象地命名 为 阿 诺 尔
德舌头

在 尺 处

阿诺尔德舌头的宽度

增大到开 始 彼 此 衔
接 图 给出了这

续前

现在来看非线性迭代 在图 中取了 ,

‘ 一 。
·

以 二 这次从初始值
二 。

, 出发绕了

两圈
,

经过五次迭代后闭合起来
,

即运动恢复了周期

时卷绕数 与 ‘ 的关系
,

它是由无数个大大小小的平

台和阶梯组成的 , 叫做魔鬼楼梯
,

图 是图 , 的局部放大 , 可以看出
,

魔鬼楼梯是
具有自相似分形结构的

一
、

“

一广

’

一乌

沪,

一尸

一小州

。

军

杯

。升升尹尹尹尹丫丫丫 卜

﹃‘任︸

枉

一 一

答

一 一
‘

图 , 圆周映射的 迭代图解
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图 圆周映射的阿诺尔德舌头
图 魔鬼楼梯

一 是个临界

值
,

超过此值
,

阿咦多
德舌头开始重叠 枷
重叠区 甲的取值与初

始值有关 时

迭代函数不再是单调
的了

,

曲线上出现了

局域的极 大 和 极 小

见图 , , 这惫味着
一个以上的 ‘对应着

同一个 份 从而映
射变为不可逆 的 了

逻辑斯谛映射是不可

逆的 , 它在一定的参

量值下出现混沌 映

射的不可逆性是产生

混沌的必要条件 这

里当 时 ,

确实

也有某些 。值会导致

混沌
。

圆周映射走向混

沌有多种途径 , 图

给出有代 表 性 的 三

性

为了说明同步锁频现象
,

我们引进卷 绕 数 ,

二 的概食
,

其定义为

种 从 为无理数的区域进入阿诺尔德舌头 即

从准周期运动过渡到周期性的锁相状态 ,

最后当 超

过临界值时进人混沌 始终处在阿诺尔德舌头外

,二

,

一 。

、
叮 气
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, ‘ 少

, 翻 、 那 ,
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州军绮

在线性的情况下
, 牙 ‘ 。 , 二者同

为有理数或无理数 在非线性的

情况下 ,

锁定在与无理的 ‘ 接

近的有理数上 大体说来
,

有理

数 户 的分母 越大
,

锁定的范

围越窄 锁定范围的宽度还与

的大小有关
,

图 表达了这种关

公公 卜

戈
圆周映射变为不可逆

谓谓谓粉粉
图 夕 图 圆周映射走向混沌的各种途径
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的准周期区 ,

然后从两阿诺尔德舌头的衔接处进入混

沌状态 。

始终处在阿诺尔德舌头内的 锁 模 状 态
下

,

当 超过临界值后
, 通过一系列倍周期分岔走向混

沌 最后这一途径很像逻辑斯谛映射 逻辑斯谛映射

是单参量的
,

而圆周映射有两个参量 ,

故而它走向混沌

的取值范围

,
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图“ 单摆庞加莱映射图中的异宿缠给

的道路更丰富多样

最后让我们回到单摆问题上来 单摆的卷绕数甲

应定义为图 逻辑斯谛

映射中的伸展与

折益

口
。

一
。

伴 二 一

—
,

、 川移

图 在庞加莱

截面上从鞍点邻

域出发构造稳定

流形和不穆定流

形

这里 , 是驱动循环数 图 中给出卷绕数 和驭
动振幅 的关系

,

图 是它的局部放大 从图中可
以看出

,

在锁相区牙为常数
,

在混沌区 津的取值是弥散

的 上表还给出单摆的运动形式随参量 变化情况

走向理解混沌之路 三 —伸展与折皿

混沌运动的基本特点之一是初值敏感性
,

伸展与

折叠 , 是造成初值敏感性的

主要机制 前面我们已遇到伸展与折叠的例子
,

那就

是 愁 里的斯梅尔线圈 如前所述
, 构造斯梅尔线圈

时一方面将圆环拉长一倍
, 另一方面又把它盘绕两圈

见图 一 , 伸展的作用是把相近的相点距 离 拉

开
,

折叠的作用是使很远的相点凑到一起 总之
, 伸展

与折盈的作用 ,

是将有限大的相空间搅和掺混
,

使相

点的每个邻域内都有初始值相差很远的点 , 同时又使

一个相点初始邻域中的点分散到不同的地方去 这就

产生了初值敏感性和不可预测性

其实 , 除斯梅尔线圈外
, ‘ 中的逻辑斯谛映射和

中的标准映射走向混沌时都包含了这种伸展 与 拆

卜、,

卜、,刁,

,‘
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叠的机制 逻辑斯谛映射 。 式中迭代函数的峰值在
工 “ 处

,

峰高 叼 当 久 斗 时
,

峰高为 每次

迭代相当于把 二‘ 取 。到 和 到 的两 个 区 间

拉长了映射到 的 。到 的同一区间 见图
‘

下一次迭代再次这样做 见图
,

如此不断地拉 长

和折叠下去
,

导致混沌 如果 又续 ,

迭代函数的峰高

小于 , 第一次迭代时即将 。到 的区间映射到 前

半个区间 。到 以内
,

在此区间里迭代函数是单调

增加的
,

不存在折叠的问题
,

从而也没有混沌 在上述

两个极端情形之间
, 即 几 ,

间歇地存在着混沌区

域 所以 , 迭代函数的非单调性
,

或者说映射的不可逆

性
,

或者说上述拆叠效应
,

是存在混沌的必要条件 上

节讲标准映射时我们已指出了这种现象

下面仍回到单摆 先看无驱动时阻尼单摆相图 ,

着重注意鞍点附近的情况 趋向和背离此点的两对轨

线分别叫做稳定流形 , ,

和不稳定

流形 ￡
·

在无阻尼时相图上的鞍

点本是异宿点
,

从一个鞍点出发的不稳定流形连到另

一鞍点的稳定流形上
,

形成一根异宿轨道 有了阻尼

后异宿轨道被拆断了
,

两个流形如图
,

不再相连

现在加上周期性的驱动力 这时相空间成为三维

的
,

我们把二维的相图看作是庞加莱截面
,

其上的映

射
,

即庞加莱映射 ,

是离散的 稳定流形和不稳定流形

不再是相轨道
,

需要重新定义 在无驱动力时稳定流

形和不稳定流形代表鞍点附近的两个特征方向 , 沿前

者局部李雅普诺夫指数是最负的 , 即邻点以最大的速

度相互接近 沿后者局部李雅普诺夫指数是最正的 , 即

邻点以最大的速度相互远离 这一性质对加驱动力后

的庞加莱映射仍适用 为了构造出这离散映射的稳定

流形和不稳定流形来
,

在鞍点的无限小邻域内
,

沿两个

特征方向在它的每侧各取连续的两小段 见图
,

找

出其上各点所有过去的原象和将来的象
, 构成两个不

变流形 所谓“不变 ” ,

是指对流形内的每点无论作多

少次庞加莱映射或逆映射 , 也跑不出这个流形去 在

收缩地趋向鞍点的特征方向上构造出来的这个不变流

形
,

是它的稳定流形
,

在扩展地远离鞍点的特征

方向上构造出来的那个不变流形 ,

是它的不稳定流形
二 虽然两个流形看起来都是连续曲线

,

但它们是由

离散的映象点组成的
,

并非轨线

当驱动力的强度 很小时
, ,

和 的形状与

无驱动力时差不多 驱动力的强度稍大时
,

从一个鞍

点出发的 开始与到另一鞍点的 平
,

相接触 见图
,

甚至相交于一系列点
, , , ⋯ 见图 ‘ 应

当指出 , 只要我们知道两个流形相交于一个点
,

它们必

相交于无穷多个点 这是因为此交点同时在两个流形

上
,

而两个流形又都是不变流形 ,

此交点后来所有的庞

加莱映象都应同时在两个不变流形上
, 即它们都是两

流形的交点 这样一来 , 两个鞍点 异宿点 之间的稳定

流形和不稳定流形就会如图 “ 。 所示那样
,

无穷多次

地缠结在一起 这种现象叫做异宿缠结 。。 让

。。 异宿缠结就是一种伸展与折盈的 机制
,

它标志着混沌的产生

后记

这里只讲了耗散系统的混沌
,

对于保守系统里混

沌的特点 譬如那里没有吸引子 和很重要的内容 如

定理 只字未提 ,

本文号称以单摆为纲讲混沌 , 对

于单摆混沌运动的某些方面
,

如吸引域边界的分形结

构
, 也未写进去 更不消说混沌在与化学

、

生物
、

天文

等交叉的学科领域内的广泛应用了 这一方面说明有

关混沌的内容很丰富
,

难以用较短的篇幅来概括 另一

方面也因为混沌的理论还远不够成熟
,

我们未能把材

料提炼得更简捷些

本来想从单摆入手
,

尽可能按照讲物理的方式和

风格来讲混沌
,

但写起来不得不引用一些数学模型和

术语 这是因为混沌的理论主要不是从物理
,

而是从

数学 还是其中的一个比较抽象的分支 —拓朴学 中

发展起来的 至今混沌的理论讨论的只是低维动力学

系统中的间题
,

这和实际物理世界中关心的问题 如湍

流 还相差很远 然而我们从混沌理论的发展历史中

看到
,

抽象的思维有时是十分必要的

美国记者詹姆斯
‘

格莱克所著 《 混沌 —开创新

科学 》
一书封里的评介说

,

读了该书之后
,

你就决不会

再用老眼光来看世界了 从混沌的理论中我们得到了

什么新观念呢 我想至少有这样几点是比较突 出 的

简单方程式的解可以是很复杂的 支配复杂现象

的数理模型也许是很简单的 复杂现象的规律具有

某些普适性
, 它们与系统的细节无关

,

洛伦茨提出的

蝴喋效应使中长期天气预报的理想破灭了 , 但这并不

完全是消极的
,

从幻想中走出来面对现实
,

也是好事

在混沌动力学中并不是什么都不可预测
, 这要看你问

什么问题了 如果问的是吸引子 , 则是可以预 测 的

所以混沌的理论建议实验物理学家按更有意义的方式

组织和展示他们的数据
,

譬如吸引子及其分形维数

现在
,

以分形和混沌为标志的非线性学说引起了

越来越广泛的注意
,

然而这并不意味着传统物理学的

方法没有用了 、 中提到了“球形母牛
” , 这对讨论能

量和物质的收支平衡和输运过程来说未必不是一个好

模型
,

尽管那位农场主有点大惊小怪 这里也不见得

有必要换成“分形母牛
”

模型 分形和混沌一类的理论

告诉人们
,

你应该回过头看看
,

过去你的研究是在什么

地方卡住了 使人们裹足不前的往往是复杂的非线性

问题 现在你已经对它们有了一些想法 , 回去千吧

作者在本文里从朱照宣教授未公开出版的
《
非线

性力学讲义 》中引用了许多精彩的例子和插图
,

并且在

成文的过程中和他进行了多次有益的讨论
,

特此谨向

他表示衷心的感谢 完
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